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wE ”矩阵 理论 和 不 变性 


在 本 章 中 ,我们 将 介绍 本 书 要 用 到 的 矩阵 代数 的 一 些 重要 定 
义 和 结 梁 。 对 于 读者 已 熟悉 的 一 些 基本 结果 ， 我 们 只 叙述 击 不 证 
了 明 ， 仅 对 那些 在 矩阵 代数 书 中 不 常见 的 结果 给 出 证 明 。 本 章 的 县 
后 一 节 将 定义 和 讨论 一 些 群 的 还 论 并 给 出 本 书记 需要 的 在 群 下 的 
多 种 极 大 不 变 基 ， 
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LLl XE 


定义 1.1.1 #k— EE HEN H RER a; MEE PEA fk 
n Xx PZE A; 


SACS 
(1.1.1) 4 一 | : ih 
Gyy* 7 Gap, 


记 作 4 一 (aD. 

如 时 n p, NARH PETER. AUR po 1,00 4 E—7T Pl 
向 量 ; iA sel, WAATA. KREE 
Alm XP) 和 BCn X p) 称 为 相等 的 ( 记 作 A= B), WRT i = 
1 + n, j= l,e, p 有 oi = bj ANARI aj; = 0, BU AK 
HPE, EA = O. # p= ni a= 1,:=1,:--., p B 
a; = 0, i=j WARA p FU rd inl E A= 1, E A= IL 
p X p MEBEBJ3X8483G388E aus cta app 

n X 了 甜 阵 4 的 转 置 是 X n EE d: 


它 是 由 交换 B5 5x r Et SURS. IPEA BIBIZUAR. FU 
行 表示 如 下 : 


Lš 
8) 


(1.1.2) A= (aj) = (aittaa) = 


*. 


EAP P Pt Ek. 4 称 为 对 称 的 ,如 果 4! 一 4. ARAR 
称 的 ,如 加 4 一 一 了 4。 显然 , 斜 对 称 的 所 有 对 第 元 素 部 是 零 , 

P RIE 4 称 为 对 角 阵 ,如 里 它 的 所 有 非 对 角 元 素 部 是 零 , 记 
fE 4 = diag(an l a, |). In PETS A = (ao PAR i 
有 oi 一 0， 则 4 称 为 上 三 角 阵 ， 记 作 UT (e); WER j > iH 
a; 一 0, 则 4 称 为 下 三 角 阵 , 记 作 LTO). 2 阶 方 阵 称 为 正 交 的 ， 
AR SA AL 一 1, 记 为 A Otp). 

两 个 * Xp 甜 阵 4 和 8 的 和 定义 作 4 十 B— Cau 十 bi). 两 
个 矩阵 AX q) 和 BCaxr) 的 积 是 2 x r d EE C, 定义 作 
AB=C, 


g 
€ii 一 >; [和 
《一 了 


IRE A 与 数 禾 和 的 乘积 定义 为 aA 一 《cei)。 
能 够 验证 ,如 上 定义 的 运算 有 有 如 下 的 性 质 ( 这 里 ， 如 果 部 及 到 
矩阵 的 和 或 积 , 我 们 假定 它们 部 是 有 定义 的 
A+ B= ËP +A 
(A+ B)+ C = A+ (B + C) 
4 十 【一 1)4 = O 
(c+ d)A = eA + dA 
cA + B) — cA + cB 
(ABY = BA 


(Ay = A 
(A+ BY — ¿Z + F 
A(BC) —(AB)C 
A(B + C) — AB 4- AC 
(4+ B)C — AC + BC 


Al —IA= Á 
LL2 FAR 
XXLL2 p 阶 方 阵 4 的 行列 式 定义 为 
(1.1.3) |A] = Derana, napis, 


其 中 Z, RRRA, DRAA PI 个 振 列 x = Cs EÉOORRU 
ss 一 1 或 一 1 YL = 为 偶 排 列 或 奇 排列 而 定 。 

4 的 子 矩阵 的 行列 式 称 为 子 式 . EH 4 的 第 i 行 与 第 P 列 而 
得 到 的 子 和 矩阵 的 行列 式 思 做 ag 的 余子 式 。 将 aú RTRA 
《一 1 六 就 得 到 a; 的 代数 余子 式 , 记 作 Aw。 能够 证 明 : 


P P 
(1.4.4) JA! = D aja 一 Dansi 
imi r=1 


行列 式 有 如 下 的 初等 性 质 : 
G) 对 某 个 E j, 若 as 0 或 aú = 0,MUJ]| 4] = 0. 
(2) | 41 =A]. 
(3) 125 777,8; 4529;,0591, 7 7 758,71 = ali. 
(4) jad| = a*| Al. 
(5) |AB| = | AM BIA] A Aud = dM AU. 
(6) BAEP Xp 阵 , 则 [447 = | 4741 2 0, 
4 C A o 
op uu 
O B D B 
B.4 X q, Cip X q W Diq X p. 
(8) ll, + AB| = |I, + BA), 其 中 A:p X q H B:q X p. 


= 4 * |B], X A:p X p, 


r 3. 


(9) ITI = [Loi T — Gi) e UTO. 
mj 


(10) IH| = +1,# He Op). 


L13 wig 


定义 11.3 ”如果 |4| = 0, 则 存在 唯一 的 了 使 得 AB = 7。 
B FOG ABRE inlE dU 

B = AHG TEX ba m Anl lAl HR Ar aun 
数 余子 式 。 一 个 方 阵 称 为 非 蜡 的 ， 如 果 它 的 行列 式 不 等 于 零下 
列 的 性 质 是 初等 的 : 

(1) A4! — 474-1, 

(2) (£ 'y = (AYL 

(3) (AB) = BTA”, 

(D [A = [Aa 

(5) 41 — VE cop. 

(6) Æ A= diag(an, >> - ,4pp); 其 中 au Æ 0 (i 3, **, p), 
AJ .41 一 diag(o 257). 

(7) di A€eUT(D, W A EUT) ESOS ZU ai, 


i= lyp. 


1.1.4 ”矩阵 的 分 块 
定义 114 我 们 说 # X 了 矩阵 4 一 《ci 分 块 为 子 矩阵 ,如 


A An 
£ 一 5 
An Anj 


其 中 An — (ai, ie-10,-:,m,P9910,:-7,45 An = (ai 
l,:],m, =g + 1,-: bi An = (aji — m+ l, yh m 


果 


1 43 An = (a5), i= m+ l;et, J> q T M, 
# K 889 A,B JUS ER HI 


A-B = 


同样 ,如 果 4 x I BE C 
的 | 
Cox 
Ca Cz 
其 中 Caig X r; Co: q X (I— r), Cu: (p—q)X r, Cai(? 


一 4X1 — r), lil 
D 4 AC; AuCy 十 ACz | 
AC = 1 


Em + By Em + | 
An t Ba Ant Bn 


AuCuyc 4uCa AnCn 十 如 Ca 
in Fase E ke 3ESPE HRS: 
《1) HARE P X PIERE B = 47. DABIS AGE ARB 
分 块 
B: » [^ `. 
(1.1.5) A= , B= ç 
An Z. Ba B, 
其 中 Au:q X q 和 Ax:(p — 4) x (p — 2). id 
(1..6) 44, 一 Au — Apis An, Ana = An — Aui Ag. 
则 


(1.1.7) 


或 
(1.1.8) 


或 
(1.1.9) By = ui By 一 — Adi? 
B, = ~An An Ana Bu 一 An Anus AnA + Anh 
《2) 设 4 按 (1.1.5) 分 块 且 Au 和 Ani 如 (1.1.6) 沂 定义 。 
G) Xi 14 = 0,8] |4| = 1451 | Anata 
Gi) Zi Iul = 0, 区 4 az ldall zal. 
Gii) # laul = 0,| 45] = 0, m 
Em Em = | Aal láu.:le 


B, = A B, = — Ain du A, 
Ba 一 — An Ass Bui Aus 


Ba ws Aj + An Au A, uds B, Du — Ai Andi, 
B4 = — Axa Au Bn = Ann 


(3) 设 4 和 8 分 别 为 PX 了 和 9 x q 非 异 阵 且 C MDA 
P Xx q 和 4 Xx 矩阵, 则 我 们 有 有 
(LLI0) (4-- CBD)' — 4? — A" CB(B + 
BDA CB) BDA, 
特别 , 令 Bel C — x # D — r,i | 
(1.1.11) (A — uv)! = A? -F CA" uv AO — V Au). 
(4) # X J& B (1.1.2) 8B n x P RRE, JU 


天 XiX, 

(1.1.12) XX-|: 3 = ios» 
í : mu 
PEPPER i, 


Ll. EHHI 
XX 1.1.5 A4 n X p ABRE. SER AAR *， 记 为 


rk(4) = r, inr EF kapay FS SF S, MAA 的 


r + 工 阶 子 式 都 等 于 零 。 


TA, rk(O) = 0, 并且 rk(4) = p, TR AP p X PIR 


阵 。 我 们 能 够 验证 下 列 性 质 ， 
(1) rk( A4) = kC) = rk(A 4) = rk( A”). 
(2) rk(A4) S min(n, p), rB A:n X p. 
(3) rk(.AB) = min(rk( A),rk( B)). 
(4) rk( 4 + B)= rkCA) + rk( B). 
(5) rk(ABC) = rk( B) i AC 是 非 异 方 阵 。 


(6) 若 4 和 B 分 别 是 2 x q 和 8 xy 上 矩阵 使 得 AB — 9, UM 


rk(B) < ç — rk( A). 
1.1.6 ”矩阵 的 迹 
定义 11.6 也 阶 方 阵 4 = (a) 的 迹 定 义 作 其 对 和 角 元 素 之 
[4 
M, i29 tr( A) = Das. 


. 6 ° 


我 们 有 以 下 基本 的 事实 ; 

(1) tr( 4) = tr( A^). 

(2) tr(.4 + B) = t( 4) + t (( B), 

(3) tr( AB) = u( BA). 

(45 tr(c 4D = eti A), 

在 本 书 中 ,我 们 总 假定 ex C(x) = en JEE 
(1.1.13) etr( 4) = exp(cr(C A). 


1.1.7 ”特征 根 和 特征 向 量 

定义 1.1.7 PEDE À 的 特征 根 定 义 为 特征 方程 
(1.1.14) j4— i| = 0 
的 根 。 

(1.1.14) 的 左边 是 4 的 次 多 项 式 ， 因 而 这 个 方程 刚好 有 PP 
个 根 。 这 些 根 不 一 定 是 不 同 的 它们 可 以 是 实 的 或 是 复 的 或 次 黄 
者 兼 有 有 ， 如 果 % 是 4 的 特征 人 入, 则 |4 一 41ix 一 0， 因而 4 一 条 
ESRI A EIEE z 使 得 (4 一 41)x = 0, z 称 为 由 
应 于 4 的 A 的 特征 向 量 。 如 果 4 有 r ERER +*， 则 存在 相应 于 
2 的 > 个 正 交 特 征 向 量 . 

我 们 有 以 下 的 有 用 的 结果 ; 

(1) et 5 elite 
Uu e > hE ARER. aCA) 一 diag(4,*…,16)， 

(2) 相应 于 对 称 阵 的 相 异 能 特征 杭 的 特 m^ 
的 。 

(3) 如 果 B= PAPER 4, B PEDE PIER, ul 
4 各 B 有 相同 的 特征 值 。 

(4) 4 和 4 有 相同 的 特征 根 。 

(5) AB 和 BA WIEZIE RE, 

(6) 如 果 A = diaglan, 689,4) W en， "os0pg 是 AGE 
AERE B. ¿= GC,0,-..,0),6 = (0,1,0, 4,0), - 4,6, = (0, 

…:0;,1) 是 相伴 特征 向 量 。 


a 7 >œ 


CD) 如 果 ARRIERE 4701.2, Np ACC HIRIE a, 
REPE 

(8) 如 果 4 € OCp) , FEE CERE BRE GE LY 8 SERERE 1, 

(9) 如 更 Ae UT(p) 或 LT), BU AR REOEILZS aus * **, 
ap KATEN 

(10) ini AD5984F:82 4 95453 则 A — kE RIERS 
à — kA, — k. 
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定义 LL8 pp X 了 8 对称 阵 4 称 为 正 ( 负 ) 定 的 ， 如 果 对 每 个 
x35 0 # Ar > (<), EIE A> 0(<0); 4 丈 为 半 正 ( 负 ) 定 
的 ,如 果 对 每 个 z = 0, 有 xr 4x 2 0(<90), iD) AZ 0(<0). 

如 果 4 的 r+ X 了 于 阵 的 对 角 元 素 也 是 4 的 对 角 元 素 ， 则 该 子 
阵 的 行列 式 称 为 + 阶 主子 式 , 记 为 442,30 hstre 是 该 子 
阵 中 对 由 元 素 的 次 序 。 涩 Geti) = CL sr) 时, 我们 则 把 

D PE: 4,. 

在 本 局 中 ,下 列 的 事实 是 需要 的 : 

(3) A20 当量 仅 当 4,70, r = 1,***,P, 

(2) 4> 0 EHA A t> 0, 

(3) dnt 47-0 H4 ERA (1.1.5), H) Au > 0, An > 0, 
An: 0 和 As. > 0, KB. Ana 和 4， 由 (1.1.6) 定 义 ， 

(4) 一 个 对 称 阵 是 正定 ( 半 正定 ) 的 ， 当 且 仅 当 它 的 全 部 特征 
根 是 下 的 ( 非 俩 的 )。 

(5) 设 4>>0 是 尹 X? 方 陆 且 8 是 秩 为 > 的 9 x p BDE. Hj 
BAB > 0,25 r= q; BAB Z0, rca. VRBIS, HIERBA 
BB' zm 0. 

(6) 如 果 4290,B 220 A 4— B >0,MWJ B^?!— 41-0 
H (4| > 181。 此 时 ,我 们 记 4 B. 


s< 8 * 
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定义 1.1.9 算 阵 4 称 为 罕 等 的 , 如果 A — Á; ARATI 
等 的 ,如 果 A 一 A. 对 称 的 窜 等 阵 称 为 投影 降 ， 

在 本 书 ITR ， 我 们 常常 要 用 到 投影 阵 ， 它 有 如 下 的 一 些 有 用 的 
p Ni 

(1) WEB 4 是 投影 阵 , 则 了 工 一 4 也 是 投影 阵 。 

《2》 如 末 4 是 投影 阵 , 则 uA) = rk( A). 

(3) 一 个 投影 阵 的 特征 执 是 0 33, 1. 


L2 ERRIA FA WE 


在 多 元 分 析 中 ， 一 个 特别 有 玫 的 工具 是 惩 阵 的 因子 分 解 。 在 
许多 多 元 分 析 的 教科 书 中 都 有 有 有关 征 阵 因子 分 解 的 附录 。 例如 ， 
Murihead 书 的 附录 中 就 有 非常 好 的 这 方面 的 内 容 。 这 里 ,我 们 只 
询 出 一 些 有 几 的 结 采 而 不 加 证 盟 ， 

(1) 如 果 4 是 一 个 有 实 特征 根 和 的 2 x< p ARTE, HI] 

(1.2.1) A= HTH, 
共 中 HEO), T € UT (p), 其 对 角 元 素 是 4 的 特征 根 ， 

(2) inf 4 是 了 Xz 对称 血 ,其 特征 值 为 1-7 *,2,, M 
(1.2.2) A= HAH, 
ith He O(p)B. A = disg(A, 5, 2, 如 果 H = (Ai "s 
ho) MU h, 是 相应 于 24,1 — 1,--*. p, BS AB939011 RE, RITE 
常 盆 设 a huSo 之 4,。。 而 且 如 果 4,-,2, 是 不 相同 的 ， 
Wa. DERRATE H, ER H 58 — (108908 — "T 0E RUE TF 
号 外 。 我 们 能 够 把 41.2.2) 改 写 为 下 式 : 

A= > AAA, 


此 式 称 为 ARNES BE. 当 u= = ¿,=> 1 和 dtt tttm 
i,— 0 时 ,上 述 分 解 变 为 


, h, 
ium 2; hih; = (A, ttt nA i jema, 
Her 


G) 如 果 4 2-0(20), MEE 47 2-0(20) 使 得 4 一 
A#4#， 在 本 书 中 ,我 们 总 是 以 4 表示 (43)-!。 这 里 AY 可 以 
如 下 分 解 ; 

(1.2.3) A3 = HAH, f 

REHAR (1.22) 定义 且 AP = diag Q$, ---, 22). EM 
地 ,我 们 有 

(1.2.4) KA) = H I$(A)H, 

A fA) = diag( fC), esf B. i(，) 是 一 个 Borel PË 
数 。 

《4) An A2> 0 是 秩 为 (<P) BP x p E, Ni) 

(i》 在 在 一 个 秩 为 + 的? x p KEA 
(1.2.5) A= BB, 

Gi) #4#E—4- P x p 非 异 阵 C 使 得 


L O 
(1.2.6) 4- c| e. 


o 

Gi) 存在 T €E UT(p) 使 得 
(1.2.7) A= TT. 
当 了 的 对 角 元 素 非 负 肝 ,《1.2.7) 称 为 Cholesky 分 解 。 如 果 4 > 
0, 则 Cholesky 分 解 是 唯一 的 。 

(5) 车 4 是 一 个 n X p(n 2 pE, IA REETA: 
(1.2.8) A= UB, 
HRUE” X PEE, ME UU = 1, B. B > 0, Z rk(A) = p, 
U B > 0, X 


x 
(1.2.9) A= U R 
o 
其 中 U€O(Q)H B 定 义 作 (1.2.8) 或 
(1.2.10) A= UT, 


其 中 U0 是 x pE, 满足 UU — 1, E. T € UT (0) 具有 非 负 


. 10 œ 


BJA G. 4 rkÇA) = p 时 , EWH OX SD TES, f 

若 rk(' A) = r, WEE n x rir x p BË F 和 G ,和合 得 
(1.2.11) A= FG, 

(6) 设 4 HBOR k x m jd K x s EE, m= n. Bu 
AA' = BB” 当 有 旦 仅 当 存在 mx n 和 矩阵 五 满足 HH = L, 使 得 
AH = B. 

C) E AE n X pE (n> p), MI 
(1.2.12) A= UAV, 

HEHU I s X > 矩阵 ,满足 UU = 1p pV = Olp), A= diag(1,, 
- 2 )B 2b- rti JÉ LA 的 特征 根 。 或 

(1.2.13) á= H(AOYV, 

其 中 HeEOCs), 7 和 4 与 (1.2.12) 中 的 相间 且 OE w x (x 一 p) 
ABE. (1.2.12): (1.2.1 3) SR 2B (ELA RE. 

(8) 若 Apod, 是 对 称 阵 使 得 AA; 一 0, í= J, dj 
1 AU TRXEGE GERE HE HAH 一 A;, Ani 一 上 是 
对 角 阵 。 

(9) i ARE n X# 非 异 隆 。 若 主 阶 主子 式 非 霉 , 一 1 
n, pij 
(1.2.14) A=TU, 

其 中 TELTE U 一 (up) €UT(DOWB uw, —1,/-1,:-7, 

(10 AMB Æna EE, 4—0H B = B 则 存在 
s X n 3ESEEE H (803 
(1.2.15) A=HH, B- HAH, 

其 中 A 一 disg(4,-::,1,) H. 2 2 是 418 的 特征 值 。 若 
B> 0 ËB. A,-54, HREJ, RHE, RÆ HATE 
元 素 改 变 符 号 。 


. il ° 


L3 ABER)" SG 


定义 13. 给 定 # X PE A, FEE P X n BP X tH ta 
(1.3.1) AXA= A 
B) X 3x29 A E977 XB Vei E X — ou. 

E RIEBE SSHETRIASB4EXES AREE, H ork(A4) 一 
r,MUIHC1.2.112, 4 可 发 示 为 l 
(1.3.2) “中 1 Q, 

o O 

共 中 PP 和 日 分 别 为 #n x # 得 2 X 了 的 非 蜡 阵 . 我 们 有 


L O L O 1 o 
axa =ar | Joxe | -| IL 
o O o O o o 


n i RB °| I, "| 
< QXP = . 
O o o o o o 
id 
加 Ty 
QXP 一 > 
T4 T4 
其 中 Tue X r. MJ AXA — 4 BA Ti = r, E. 
i, T, 
(1.3.3) A =X o ps 
Ta Ta 


其 中 T,,T, 和 Ta GUERE, (BC13.3), 我 们 立 得 如 下 结 
论 : 

(1) rk( 4) È rk( A4). 

(2) JEn —89 Ini AETERNE. E, A = 47. 

(3) rkCA) = rk(A4 47) = EAA) = rl A47) A7 A), 
EDS 


I 
(13.4) AA = P | 


P [2] 
PO,4 A= Q? o. 
T, O 


i, Tu 


[9] [e] 
Ub. JALER ou A THER. 
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(4) i rkCA) = p,llll 47A — L,; # rk A) = n, W 447 = 
L 
(5》 对 每 一 个 A, 
{1.3.5) AACAA) A! = A, A(Z'A> AAT A. 
因为 Ax = 0 > Z Ax = 0 = A Az = 0 = Ax = 0, 故我 们 有 


(1.3.6) AA' x = AA y Ax = Ay 
和 
(1.3.7) A Ax — A Ay e Ax = Ay. 


由 这 两 个 关系 式 ,(1.3.5) 得 证 ， 
(6) ACA A) A 是 投影 炬 阵 , 它 与 (4 A) 的 取 法 无 关 ， 
WE (LANN (AARE AA BBT X yE, 由 定义 
A ACA A) BA = AA= A ACA AXX HM A, 
因此 ， 由 (1.3.6) 我 们 有 ALANA 一 A(Z'AX4. AH ACE 
4) 4 与 《A AY 的 取 法 无 关 ; 特别 ， 我 们 可 把 一 个 对 称 阵 取 作 
CLAJ. 利用 (1.3.5)， RITA 
(ACA AY AY = ACA' AY Z BB A) A = A(Z' AY Z, 
MA ACERA) 4 EREE, 
因 4 不 唯一 ， 改 在 许多 情况 下 给 我 们 带 来 了 不 方便 。 这 样 ， 
人 们 总 希望 定义 一 种 唯一 的 广义 道 矩 阵 。 
定义 1.3.2 4 AB n x p 3EEF, 车 存在 PX n EBE x të 45 
| = 4 XAX — X 
(AX) = AX (XAY = XA, 
则 及 称 为 4 的 Moore-Penrose 道 矩阵 , 记 作 X = 4+。 
现在 我 们 来 证 明 4 的 存在 唯一 性 ， 设 r = rkl). #r 一 
0,80] 4 — 0 ER At— 0. # r> 0, 则 存在 P(n X r) Ri Q(P 
X rE r= rkCP) = rkCQORI 4 — PQ' (BLC1.22.11)).Br 1 
(PP) R (O'O 存在 。 设 
(1.3.9) X= QCQ'O) (P'P) P, 
现在 ,我 们 验证 满足 (1.3.8) 的 条 件 ， 
AXA — PQ'QCQ'Q) APPY'P'PO ~ PO = 4, 


. 13 < 


(1.3.8) 


XAX = Q(Q'Q)  P'P)?P'PQ'OCQ'Q) (P'P)^P' 
= Q(Q'Q) P'P)^P' = X, 
AX  P(P'P) !P' 是 对 称 阵 ， 
且 
XA — QCO'Q) !Q' 是 对 称 阵 ， 
因此 ,X 是 4 的 Moore-Penrose WER. & URP 4; 是 4 的 两 
个 Moore-Penrose Ake. bli 
At = AT AAT = ATCAY M = ATCATY MCA A 
= AC AAF (AA = Ai AAAA] = AAAI, 
R 
A? = AAAI = A'( AtY AI = A CATY AT (A1) At 
= (AAY (ATAY A? = ATAATLAM: = AL AA; s 
故 4i € 4i. 
下 面 介绍 Moore-Penrose HARRER — He E ACT [f ux Ek DR 
可 以 由 定义 和 (1.3.9) 直 接 推出 。 
(1) Æ rk(4) = n, W) 41 — 4'CA' A) 1538 rkCA) = p, Hi 
At (AAJA Z KCA) = n — p, i) 全 一 个 
(2) (4+) — A. 
(3) A* — (AAYA = ALARY. 
(4) CA 4)* = ACA Y. 
(5) 设 4 一 PC H rk(4) — rk(P)=rk(0)= r. 则 
At = (Q*YP*. 
(6) # AEREE, RU 4* — A. 
(C) X A = A,WJ 4 — "indes 见 (1.2.2)), 其 中 H € O(n) 
和 A = diag(1;,-*-,A,). Y 
A 20, 
=] 
. 10, 10, 
MÜ 4* = H'diag(22,- -- 25H. 
(8) AARI A* A RECIBIR, 


. 14. 


14 “mik LXI Kronecker 1H 


在 本 书 中 ,我 们 总 假定 ein) = (0, -,0,1,0, *-,0) 是 第 
i 个 元 素 为 1 的 s X í HRE Eg(m,n) ei《m)eiCn)， 有 了 时， 
为 简单 起 见 ,我 们 把 它们 记 为 e 或 E; BR, 我 们 有 下 列 基 本 
的 结果 : ; 

(1) eie; m 94, EP o5; — 1 HM i= i A 94 = 0, 

(2) E;e, 一 8j,e; Rl e Ej = uei, 

(3) EjE,, = öp Eje 


(4) I= >: Epa Dezel 
(5) E;¿(m,n) = [E;Cm,n)] = Ei(n,m), 
14.1 “向 量化 " 算 子 


定义 1.4.1 设 4 一 《cl ai) 是 n x p 矩阵。 定义 一 个 
np 维 向 量 


(1.4.1) vec( 4) = d | 
其 中 “vec" 可 看 作 一 个 算 子 。 i 
显然 ， 
dua ain 
(1.4.2) «o2 je Z=; | 
G. ca) 
RDA TIEREN: 


(1) vec(e A + dB)= cvec( A) + dvec( B), krh e # 4 Ret 
i. 


(2) A= J aE = D enee - >e; 一 esun 
(3) aj 一 4e; 一 lae H ao” Aem >: 9jj€i, 
i f 


. 15 . 


(4) a = “Ae, 
(5) tr( E, 4) = a,,. 


(6) tr( 4B) = D ibj = (vec( A ))' (vec( B)). 


我 们 只 证 明 C6》。 由 C2》,(3) 和 《4), 我 们 有 
(AB) = Dye; ABe; = Fainbi— (vec( A (vec( BY). 


1.42 Kronecker £i 


定义 1.4.3 V; A= (au) ABADE s X pom X q 58 
EE. MAR BJ Kronecker 积 是 一 个 nm X pq WIE, 定义 作 


a4B a B 
` ` 
: : 


a,,B***a,,B 
Kronecker 积 在 多 元 分 析 中 是 一 个 有 用 的 工具 。 由 定义 (1.4.3)， 
我 们 立 得 下 列 结论 : 
(1) (aA)QB = AG(aB) = a( AQ B), Kt z ERA, 
(2) AQ(B + C) — AGB + AQC, 
(B + C) 4 = BG A + CO A, 
(3) (AG B) C = AGCBGC). 
(4) lan = 1,01, = 1,091, 
{5) (AG BY = AQP’. 
(6) CA@BX CD) = (AC)@ (BD). 
(7) 若 4 和 好 是 非 异 方 阵 , 则 
(4Q B)" = AQB, 
这 是 因为 由 (6) 和 (4), 我 们 有 
(409 B)(A 7Q B^) = (A44 )G(BB?) = IQI — I, 
(8) 设 A, X füuBA SIUE n X m, m X p 5) p X ç SIE. 
则 我 们 有 
(1.4.4) vec( AX B) = ( B'G& A)vec( X), 


- 16 ` 


(1.4.3) AGB = (a; B) 一 


JC AY, R C Aya 分 别 表 示 4 的 第 i 列 和 第 i 行 ， 我 们 有 - 
(AXB) = AX Be, = A XX Je )se 
一 5 AG (eí Be) 一 254400; 
(X) 
= (ba 4, 5,4) E - ((B)1G) 4) vec( X), 
(X P 


因而 


(AXB). (B@A 
«n : |- 


: : | 
(AXB), (B2)@ A 
= (B'@ A4)vecC X). 

(9) (AQB) = (tr A Nt B)). 

(10) 设 x 和 7 是 列 向 量 ， 则 xy 一 z@y — y Or, 

(11) 设 4 和 8 分 别 为 具有 特征 值 {i m 1, 2 和 (up 
j—03,o5,m)B s X n # m X m 矩阵 dE x; H yi 分 别 是 相 
MT OA, 和 pi; 的 4 和 8B 的 特征 向 量 。 则 {ijpi,i 一 l... n; = 
l,,m] 是 AGB 的 特征 值 ,， {xi:@yj, i1, i71, 
- m) e $E ES EEOETR] RE. 

纲 企 ,我 们 来 证 明 这 个 论断 。 由 (1.2.1)， 存 在 HEOC) 和 
P € O( m) Ë 49 

A= HTH Ñ B “~ PVP, 
其 中 TeUT(s)H. hy AŻHALR Tü V € UT(m) H 
ms 9pm ARDATA. AH, f 
AQB = (HTH')@(PV P') = (HOPXTOV (HOSP Y. 
显然 ,H@PE Olam), TOV € UT(nm)ËB (Xin, i= 0,7, 
j = 1,，… m 2g Fe SLE SG 3S ZR BUD i í = lasean else, 
m) AGB WEE. BT 
CAQ B) Ry) = (Ax) By) = Cux Oum) 
Api xi yi), 
dE xy; 是 相应 于 Aja HJ ADB 的 特征 问题 ;一 1,---,n; 
. 17. 


j= 1,***,m, 

ALJ RIERA T EE En. 

(12) ATB SUR nX n 和 m X m HEN 
(1.4.5) [48 B| = |A "IBI", 


143 ERER 


在 许多 情况 下 ,人 们 和 项 望 建 立 vel X) 和 vee 六) 之 间 的 关 
系 式 ， 为 此 且 的 ,我 们 圳 要 益 换 矩阵 的 概念 。 
定义 143 矩阵 


(1.4.6) kam DN nO) 
$£21j-1 

YR m X n MARERE, 

置换 矩阵 有 如 下 性质 : 

(1) É: Am Can) E mX n 矩阵 ， 则 我 们 有 
(1.4.7) vec( Z) = K,,,vec( 4), 

证 

vec( AP) = <d SUE 2m) 

MU 


- «dX >: e) 


mij-i 


mz "(à : 5 «CO KmA dicm) 


teija 


= (ixi, ,8)AE um, 2) 


= S Sel Egin JAE; (m,n)) {由 (1.4.4) 


tmls=1 


一 s Yo EaC n BEI m,n) eel A) 


Pmig-1 


a 18 5 


(2) 设 4 和 8B 分 别 是 nxXs 和 m X r 和 矩阵， 则 
K,,( AG) BDK,, = BG) A. 
证 对 任何 s x £p X EG 
K ua AQ@ B)K,,vec( X) = K, (C A B)vec( X) f 
= K,,,vec( BX'A') = vec( BX Z Y = vec( AX B^) 
= (BO A)vec(X) 0 
£& Ye ^ IE. 
(3) Kan = Kom Kin 一天， 一 了 
(4) K,, = [vec( E) ,vec( En), -> vec( En ,e, 
vec( Eis) ,vec( Eg) ,-- - , vec( EL,)]. 
证 “由 定义 1.4.3,(3) 显 然 。 我 们 只 证 明 (4)。 
K, vec( A) = vec( £) == ved pies. 2) 


SETET! 


— $e Ej) 


= [vec( E) ,vec( E), - -* ,vec( En) 5, 
vec( E’,), vec( E,). Ae ,vec( E me) x vec( A), Ü 


G) Kna = YIGG. Geo) 


= XeG091, e n). 


i=l 


(6) K,,K,, = inasi Kus JE:E2E EBE, 
我 们 只 证 明 (6)。 由 天 。。 的 定义 ;我 们 有 


KK, (EDEDED NEBE) 
vod a: 4 
- 2>1212121(E;E,)@CE; E) 
= D D D Don Eí DC, E,) 


.19 « 


_ XIX. = (Da )e(> Eu) 


在 练习 1.12,1.13 和 1.14 中 , 我 们 可 以 看 到 一 些 其 他 的 性 质 。 


15 ERER TRDEM 


1.5.1 矩阵 关于 标量 的 导数 | 
XX 151 设 Y =— (y; (O)E p> q h, 其 中 y; (z Pe 
fug. id : 
. Oyu ... Y 
f 
OY ul . | m (Sy (9 
(1.5.1) Er? : : (ë A 


Oyps ... Oy, 
Ot ar 


按 比 定义 , 易 得 如 下 结论 : 


Of Or ðr | 
(2) IXY) 0X, |, y 9Y 
1 ð . ðt 


(3) 9(X@Y) Z 9Xovy + xg, 
Ot of . ât 


a (sy - a=. 


Or 0: 
c) t -s, 其 中 X Gu. 


(6) XB) — agp, 。 其 中 4 和 8 是 常数 阵 . 
(7) 5G4X) — pax + X Aga, 其 中 有 4 是 常数 降 
Xij 
(8) XX EIRE AME EERE MRNA 
OCAX 18) me IX ESX AB. 
xij 


< 20 * 


证 ”事实 上 ,我 们 只 需 证 明 
9X ^L xE x. 
Əxi; 
RAG), MA X X = 1, RNA 


OX .X1 + x OX = O, 
X Oxii 
因而 
OK _ xn y- 一 —X E; X, Ü 
xj Ox; 
ax NS -x~ 
9 E icm Xx E; X" & l 
D a n a 


(0) m =x [Sixes 
1.5.2 SEBrBU Ee MUS SECOS T SERE A er 


定义 1.5.2 设 X = (xg) m X n EERE y = f(X E 
HE 函数 ， 我 们 把 》 关于 X 的 导数 定义 为 如 下 的 m X niake 


əy 9y 
Oru Əx,, 
om -| 
By _... Oy "i 
OX mi Oxms 
由 此 定义 ,显然 有 下 列 事实 : 
(1) (3100) = SCD. 
Otu(X) .. mm En 
(25 ox - 上 Ñ B', 
(3) SeQCAXB) 一 AXB + AXB 
证 


利用 1.5.1 节 的 (7), 我 们 有 


. 21* 


_ cM 一 u( EjAXB) + u(X AE,B). 
Xij 


因此 
OuCX AXB) _ (X AX B) 
OX 2 2; Xü o. Ea 


= $3 X GIAXBe;) + tr(/BX Aej)] Eg. 
i i 


— AXB + AXB'. J 
(4) 若 OOD — «cg, gi SIOO 一 a, 


证 由 于 
Sr = (EGA) = aj, 
Xi 


故 结论 得 证 . 0 
利用 (4), 我 们 可 以 容易 地 计算 一 些 有 用 的 导数 。 
(5) # 外 一 (xi) 是 n X n 非 异 阵 , 则 
Xl _ [ixi 
ax 2|X|(X7' — diag(Xu,---,X,,) 3 X — X, 
其 中 X; 是 X; 的 余 因 子 ， 


证 设 
Xu xS 
Z 一 : | 
Xa x4 V 
由 于 
[X] Dj xX 
故我 们 有 
BIXI 一 Xy = CEZ). 
Ox; 
利用 (4) 


8lX| _ , _ Ass 
AXI = Z — XXY, 


. 22 * 


# X = X',Wi 
8|X| a (=) z ] = tr[( E: + Ei)Z] 
xj Ox; n 
= X; + Xj 若 i= j, 


oIx 
PIXI — xu. 
Óx;; 


结论 得 汪 。 U 
RME, RTR 
Olog |[X| _ x 
ox IX| [2X7 一 diag(CXi "tt Xn) X — Xx 
和 f 
814xXB| A — | AXB| AÁ(B'X' 4 B', 
(c) ZAX) — [4 
ox L + A — diag(au,77 a, X — X, 
其 中 A 一 (as). 
LL F 0959 FE gb yy IERA PERRA #3E EEBUSPE t bB Xk >: 
于 答 阵 的 导数 之 闻 的 关系 。 
定理 1.5.1 iz X,Y,4,B, C 和 DD 分 别 是 m X n, p X q, 
P X m,n X q,pP X n JI m X q 和 矩阵、 下 列 的 事实 是 等 价 的 : 


(C1) A = AE, (m,n)B + CE,(Cm,s2)D, 
Xr 


r _ 1,:*-,m;s577 l1,***,f5, 
(2) 89. — A Ep.) B DEC 4C, 


Pied, up T tq. 
证 结论 可 由 下 式 推出 : 
e ( AZ, B + CE: D)e; = (eidee;Bej) + CeiCeCe;Dej;) 
= (z. Ae, DXeiB'e,) + (¿e De;)(e;Ge,) 
一 e(ALEgSB! + DEGCe, 
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Xe r1, ml pil i= gÙ 
利用 定理 1.5.1, 我 们 通常 能 够 由 6Y/6x,, R Oyal OX, W 
Ad; Y = 4XB, 则 我 们 有 


SY ~ 4E,B, 
Ox, 

因此 
Oyi — A EB’ 
ox 

类 似 地 ,我 们 可 以 求 出 


9yá (X YA E..p'( xry 
du Y 一 AX `B. TRH 
Sy L AXES + AXEp, 
ðX 
如 果 了 一 X AX, 
1.5.3 ”向量 的 导数 
定义 153 Kx fy EUER n ëm ku sk, 我 们 把 向 量 


y 关于 向 量 * 的 导数 定义 为 给 阵 
8y ... Oyn Oy 
x, x; Óx, 
(1.5.3) w 一 | : ZEE 
* , 
5n... Dy. oy. 
Ox, Ox, Ox, 


定理 1.5.2 (对 向 量 的 连锁 法 则 ) 设 x 一 《mt 
Gi £ Y 381 4 = (ze EFSA RI 


ðr Oy Ox 
(1.5.4) i Eom 


AE AD imed, 8 $m l, p RITA 


{BY 9x3, — (« à. eia ) 
dvi üy/ ” . > ‘Or ^ N 8y | 4 
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üy, Og. Om 一 or OE 

(Ox, Oy, Ox, ' Ox 
Ee, C1.5.4»f8 iE, Ü 

ER L53 ji XY DEDE m X n PW u X e EPF, 车 


(1.5.5) PY — AEg(m,n)B + CEs(m,n)D, 
Xij 
则 
8(vec( Y) .. je. ' (D , 
(1.5.6) Ove X) B@4' + Kn DOC'). 
证 ”能够 证 明 


(1.5.7) las 7* (vec( En) ,vec( En), ° vec Eua), .... 
vec( E,,),* ** vec Eu). 
Fifi Ux C1.5.55, 我 们 有 
ve ( 2Y- ) = (B'@ 4)vec( Ej + (D'G C)Dvec E, 
xii 5 
AE, 


Aree 一 (vecCE,)) (BDL) + (veel EDY (DC), 
Xij 


和 


Sree yh eh a sa 


vecC E maY (BOQA) + (vec( E, 5, 
vec(E,,), * * vec Ei) vec Emn Y DOC), 
利用 (1.5.7) 和 K。。 的 第 四 个 性 质 ,《1.5.6) 得 证 ，0 
， 由 定义 和 上 述 定理 ,我 们 容易 得 到 下 列 有 用 的 结论 : 


(I) 3X y= Ax, 则 9X — y, 
Ox 

(2) X y — x Ax, 2 —(A4- ZY. 
Ox 


(3) # Y = AXB 其 中 A,B,X RI Y 如 定理 (1.5.1》 中 所 给 
5E , Ju 
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(1.5.8) —OOCveC Y)! m BOL; 


O(vec( X)) d 
EX Y— AXB, N 
. Dec D) a r 
(1.5.9) TERELT KoL BOA), 


(4) WE Y— X AX, P Yin X m M X: m X n Mh 


O(vec(Y)Y .. : : 
(1.5.10) Ced Xy) KnC AX@1,) + C LO UM X) 


(5) # Y = AX^'B, N 
(1.5.11) OC vecC Y ))' e. —(XCBY9CAX Y. 


O(vec( X )) 
1.5.4 EER 
对 于 标量 函数 f(x) EUR. x mm (nux ,微分 dE 定义 为 
mw SL auus Og: 
(1.5.12) df > a di 54^ 


其 中 dx 一 (date dzY. ETEEN, 我 们 把 m X n ME 
Uk OX — (xu) 的 矩阵 微分 定义 作 


dxy ~** dx, 
(1.5.13) dX = : E , 


dX a e*t dx, 


对 于 标量 函数 (XA FO) SUE 


(544 dje HDI a s| (t ) dX ] 


P-1i21 Ox 
我 们 立即 得 到 下 列 结 果 ， 
O) dX + Y) = dX + aY. 
(2) d(eX) 一 edX, Hp c ERR, 
(3) (4XY = 4X', 
(4) d(u(X)) = u(dX). 
(5) d(XY) = (d4X)Y + X(aY). 
WE 2CXYORS (i, 门 元 素 是 
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, 


a Y 1=ayu ) = S GzgQys + 2oxa(dyy) 
i n n 


此 即 (dX)Y + X(4Y)BJG j). DB 
(6) d(XOY) — (4X)QY + XQ(dY). 
(7) 着 fCX) 是 一 个 标量 函数 且 对 某 一 个 4 有 
dj = u( A dX), 
则 
of 
OX 
证 明 是 容易 的 , 我 们 留 给 读者 完成 ， 利 用 df 和 67/ƏXx 之 
间 的 关系 ,我 们 可 以 通过 甜 阵 微分 得 到 许多 导数 。 
1.5.1 由 于 
dtr( AX) = tr(d( AX)) = tr( 44X), 


= A. 


故我 们 有 
Ətr( AX ) -— yd 
ox j 
8/152 由 于 


dir X AX) = trf(aX') AX + X AdX] 
= tr[( AX aX + X AdX] 
= [C AX + Z XYax], 
我 们 有 
rE AL 4X) CA x. 


例 1.5.3 设 X 是 方 阵 习 X; 是 xa 的 余子 式 , X Z = (X;). 
则 我 们 有 f 
d|X| = 3 ar - 2j X; dx = tt( Z'dX), 
因此 
Lz ~ Ixi(cy, 


例 1.5.4 若 IX AX| > 0, 则 由 上 例 我 们 有 
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dlog |X AX] = ur [X AX) a( X AX)) 
= c[(X AX) X' CA + Z )aX]. 
因此 


Blog | X 43 DX AX| — (A+ A)XQUA XY, 


L6 变换 的 雅 可 比 行列 式 的 计算 


为 了 计算 各 种 统计 县 的 多 元 票 积 分 布 郊 数 ， 我 们 经 常 遏 到 重 
积分 的 变量 的 变换 。 现 在 ， 我 们 来 券 虑 在 # 维 空间 的 子 集 刃 上 的 
重 积 分 
(1.6.1) [. gn, x, ds dre, 


设 zoro x, 通过 关系 式 yr tm fim. om (= du n, — 
一 变换 为 新 变量 yy,……* ,ys, 其 中 {fi 是 连续 可 微 的 。 这 些 关 系 式 
将 记 作 y 一 f(x) 和 x 一 fi'(y)。 0x/0y 的 行列 式 的 绝对 值 称 
为 变换 * $J y 的 雅 可 比 行列 式 , 记 作 


ox 
Oy l 或 
因此 ,C1.6.1) 可 以 表 为 
(1.62) Jio»; — yay, 


其 中 
(1.6.3) T = (yly — fx) ,re R}, 
定理 1.6.1 
(12 J(y — x) — J(x — y). 
(2) # y — f GO z = gG), 
(1.6.4) J(x — z) = J(x — y)JCy — x). 
(3) Æ dr = Ady; N] J(x — y) | A| 的 绝对 值 ， 战 记 为 
J(dx — dy) = J(x => y). 


Cnt) 


ap TOTES, 


+ 
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(4) Zinx-Tümscox) NC f yo: > *syi-is Kis Z 2), 
i= Z, = v. t — 1, y, = f. ys ° "3 Jaisa)» 其 中 yi 和 ox; 是 
qi X1 AE, Pe Lyen WRITE 
of 
Ox; Y 


+ 


(1.6.5) J[Cyis ys) 一 (zi x,)] = Il 


i=l 
证 由 定理 1.5.2, 我 们 有 
Ox |, Oz Oy 
Óx Oy Ox $ 
AOE. ECHE x 一 x, 内 得 到 (1)， 由 (1.5.11) 我 们 有 


dy = PY, E. (x dy 5l 一 Js y) = JAl+ ` 


Ox 
最 后 ,我 们 证 月 (4)， 设 


O ;>: 
T — (T4), G = (Gu), dz = (dxi,*-*,dx,) Ñ dy = (dv, "°, 
dy,). 因为 fO: tt »Yi-isTist^ JUN yi 的 微分 是 


dy, 一 3 Bf a, + D> zn 


j=l 


- -St Gudy + ET ads, 


Bil 
SGi jdy; = Iran 


Gdy = Tdx 和 dy = GUT dz, 
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因此 
J(y— x) = J(dy — dx) = |G T|, = |T |+ 
— I [Ti |, 一 TT 3 | 
由 定理 1.6.1, 我 们 能 计 AFAA 用 的 雅 可 比 行列 式 ， 
例 16.1 Æ Y = AXB, 其 中 Y.nXp, X.n X p,A:n X n 
和 B:p X p,W] J(Y — X) = | Al£| BIS. 
证 首先 , 若 ?一 Ar, Hah y 50x Ea, RU] ph sit 1.6.1 的 
GO, RAIRE JCy x) — lA RIFRCIA RATS 
vec(Y ) = (B'QA)vec(X), J(Y — X) = J(vec(Y) 
— vec(X)) = | '@%@ A|, = | 4451B |t. 
gi 1.6.2 JU Y = B'XB,ErE|B| 40 H X, Y 和 B 都 是 
nX n 阵 。 我 们 有 
0) # X'= x,MJ KY — X) = | BI? — BB e, 
(2) € X = X, N] J(Y — X) = [B |: — |B'p še "n, 
uE AEU DE p Ak EILAAE. DUX ]f8838 25358 2 


[Ya yl [Bn 0 f Xu z || Bn b 
Ë | l .J. M 0 M 
由 上 式 可 得 到 
Yn 一 BuXuBu, 
y = BuXub + Buxb,,, 
Yan = blsxan + 25,x b + P Xub. 
由 定义 1.6.1 的 (4) 
KY — X) = JOY n > XI — 3)JCy,, — tas) 
= J(Y r XB! + bis 
= JO, XI Bujal lss 
因为 Jy = |Bal+ ib B IOn > Xan) = bine 因此 由 
归纳 法 J(Yu Xu) = [Bu 1 B. JCY — X) 一 dn 
284000 ,25 Bj FEAR, JCY — X) 一 | B| z" 
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当 吾 是 非 异 阵 时 ， 交 换 其 行 与 列 的 位 置 并 不 改变 变换 的 雅 可 
比 行列 式 的 值 ， 因 此 , ; 阶 前 主子 式 非 零 。 由 (1.2.14) 我 们 有 分 解 
式 A= TU,JErh TELT U € UT(n), Bit 

Y = U'(TXT)U 一 U'X*U, 
其 中 X* = TXT, REH 1.6.1 的 42) 我 们 育 
ICY — X) = J(Y — X*)J(X* — X) 
= |U|5* | T2" = | B|“, 
AEE JERC). D . 
B 1.6.3 JL Y = AX, iH A,X ÑIY E nX s É, 
0) # X,Y fl AE F IA, 


Jy >X) = [Its 
(2)  X,Y 和 4 痢 是 上 三 角 阵 ,由 


KY — 2X) = [Its 
imi 


证 ”我 们 只 证 明 (1)》， 因 为 yu Sax p mi «ien, 
k=1 


六 此 
OCYusYasYzsYn3Y2535 ib Yetu ` " 5 Yun 


ÜCxu ns Xs fas Xue X84 7 * * 5319 1 1 Xn) 
是 下 三 角 阵 县 有 811,50225652250335 03540339 "7 Ü 454 t SO 为 其 对 角 
元 素 。 歼 (1) 得 证 。 
f[164 若 Y 了 一 XX 十 X ,其 中 x 是 x Xx n F=/J8 RRE, M 
JCY X) = 2", | 
证 由 于 yu 
2x, Pf, 
ya T | I : 
Xj 175], 
则 OCyusYniYzu: ^ Yala ° "° B 是 下 三 角 阵 且 有 ”个 2 和 


OCxu xn Xn. t. Xgis 7*5 Xuan 


rus 一 1) 1292821863 KREM, JO — X) 一 2*, D 


. 3 . 


165 ik Y— X4' + AX, rh A,X füy dnx ni, 
(1) # x # AP T = #8 H, Bi 


J(Y — X) 一 11 lap Pt 
Q) 落 X 和 4 是 上 三 角 阵 , 见 
J(Y — X) = i! la; 1, 


证 d Z= A CYA = AXA XA 1— p + W', Em 
W = AX 是 下 三 仍 阵 。 因 此 ,由 定理 1.6.1 89(2), A 1.6.2, J 
1.6.4 $145] 1.6,3 ,我 们 有 
J(Y — X) = J(Y — Zu(Z > W)J(W — X) 


= [4| ***2* TI leal"! == 2* JI [ey peres 
1 1 


类 似 地 ,我 们 能 够 证 明 (2)、 曲 
例 1.6.6 i4 Y — XX'> 0 E: Y BJ Cholesky 分 和 解 ,其 中 XX€ 
LT(w) 有 正 的 对 和 角 元 素 ( 见 1.2.7)。 那 和 我 们 有 


JO > X)— 2. I. 
L 


证 由 于 aY = (4X)X' + XXY, # E E #E LoL 和 例 
1.6.5 ,我 们 有 


ICY -> X) = JY > dX) = 2 fepni, 0 


例 1.6.7 ik $ E n X zw 对称 阵 , 佑 得 其 所 有 的 特征 秆 都 相 异 
且 非 零 ， 设 8 一 HDiH ,其 中 D, = diag (Usha "t, 4,0. 1, > 
如 > (us 0),3FËB. H € O(n), 其 第 一 行 的 元 素 是 正 的 
且 其 对 全 元 素 也 全 是 正 的 。 则 我 们 有 


JS — H,D;) = LGD TI ; IH Q-32, 
LOSELEFELSI 
其 中 
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Ra) = — 
IL ol 
并 且 Ha EH Se d RETR. 
证 因为 HUI I! 和 (HH + HCH) O, dS 
R +R = O, R = H'(dH). WR J&SUSMESRPE. EH OR 
JEE EEEE N EEEN ttt Fs au TU dH = HR, 令 
pu tt 一 « 我 们 有 


Ln! 


dhi = > hik ki — S í < j -— 1, n, 


t1 


注意 到 变换 是 有 条 件 的 且 由 定理 1,6.1(5), 我 们 有 


IH > R) = [ [Ghi es ra 


j= 


TI |Ha-ol« = TI Hal 一 H Holte 


f-2 P1 i=l 


取 $ 一 HDE RRS RAIS 

dS = (dH)D,H' + H(dD)H + HDi(dHY 

dW = H'(d5)H = RD, — DR + dD;. 
比较 两 边 的 元 素 ， 我 们 得 肥 dws m dL, 和 dwa = ise 一 bri 
í <j. 因 些 

J(S — H,D;) = J(48 — (dH ,dD;)) = J(48 — dW )I (aW 
— (4H ,qD,)) = J(dW -> (R,dD)))JCR — dH) 
一 H (4; — AD J (4H — R}, 


ixi 


此 即 所 要 证 明 的 结果 。1 
例 1.6.8 广义 球 举 标 变换 是 
x; (H às. jene leie«s—2 


ket 


"i 
XQ, = (H dq ent 0< p <=, 1 A < n— 2 


kw1 
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... 
u = (ii sa pajina, 0<8=< 2x, 0er «oo, 


k=1 


则 
Jügsrp p app ga ya a iss maf 
证 显然 ,我 们 有 
z; = e [Tsee Jes, 


Ac 


2-1 
sin" *^ E: ) 


&=1 


Hatem ENN 
mn 
= + -e + x = rung, 
m + --- 十 天 一 天 
利用 (1.6.5) 能 够 证 明 
J(ay, 7 0,9,***, 942,9) 
= Jla, 70)J(x, > Pa) JG — PTR — r) 


= (1 /x,)r° [sea nonne . (1/zxz,_ ri 


[=a 
(sse. aacos gp, ° CL / ni) 7 sin pcos i 


 CH/xDr 
一 t ll sin 22 . le E II sin 2 v] .. 


as uu pU [H sin" * !g, ) 0 


cos Q, 


^ 


LCr/ cos q) cos 1] * 


12 群 与 不 变性 


在 多 元 分 析 中 ， 一 个 非常 重要 的 事实 是 ;基于 一 些 统计 量 的 
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不 变 检 验 类 在 某 一 个 变换 群 下 是 不 变 的 。 一 些 似 然 比 检验 在 一 般 
的 条 件 下 就 是 这 样 的 不 变 检验 ， 

令 G 硝 示 由 空间 缀 到 自身 的 一 个 变换 群 、 这 意味 着 : 

(1 车 geECG 和 meG， 则 下 meEC， 其 中 有 88 定义 作 
{8182) x = nC): 

(2) # seG,W g'eG HER zg WWE eg ^g gem ee 
是 G 中 的 恒 等 变 换 ， 

,定义 1.7.1 .有 中 的 点 x, 和 <, RAE G 下 是 等 价 的 ， 如 
果 存 在 & & G 使 得 x 一 gr. 我 们 把 它 记 为 r~ xz, (modG), 

亚 然 , 等 价 关系 有 如 下 的 性 质 : 

(1) x~ x(modG); 

(25 r~ y(modG) Hi y ~ z(modC); 

(3) x ~ y(modG) fü y ~ z(modG) Zi x ~ z(modG). 

集合 {fgxlg € GHEOUTEG F x 的 轨道 。 显然 ， 两 个 饥 道 或 者 
恒 同 ,或 考 不 次， 闪 且 轨道 移 成 了 * 的 分 划 。 如 果 对 .用 "中 所 有 的 
tot xc x 则 GG 称 为 在 如 上 平移 行动 ,而 RA 称 为 关于 G 
是 齐 性 的 ， 因 些 , 如 果 是 存在 一 个 席 道 , 亦 即 肥 - 本 身 则 CC 在 综 上 
平移 行动 。 i 

定义 1.7.2 K EHAR f(x) 称 为 在 G 下 是 不 变 的 ， 如 果 
对 每 一 个 re Sr 和 每 一 个 gE€EG, 有 

f f(gx) = fx), 

因此 了 在 G 下 是 不 变 的 当 且 仅 当 在 每 一 G 下 轨道 上 ， 了 ERK, 

定义 1.7.3 < LOAR 1(x) 称 为 是 6 下 的 极 大 不 变量 ， 如 
REAG 下 是 不 变 的 且 

f(x) = f(x) FUÉ x, — x(modG), 

WA, f 是 一 个 极 大 不 变量 当 且 仅 当 它 在 每 一 个 轨道 上 都 是 常数 
且 对 每 一 个 轨道 都 取 不 同 值 。 下 述 定理 表明 ， 任 一 不 变 函 数 都 是 
一 个 极 大 不 变量 的 函数 ， 

定理 17.1 AZ EAN f(x) 是 G 下 的 一 个 极 大 不 变量 . 
MA 上 的 函数 (x) 在 G 下 是 不 变 的 当 且 仅 当 是 Fo 的 函数 。 


. 35 9 


CAE GAE fo 的 一 个 函数 ， 则 存在 函数 9 TES HEF S HS 
r€ Z4, ha) = g(f(x))。 因此 ,对 所 有 的 g€G, xe A7, RG 
有 h(gx) = 4(f(gz)) = q(f GOD [m h(x), 即 是 不 变 的 。 

现 设 天 是 不 变 的 。 因 FERKA EE, f(x) = (x) 28 88 
为 一 fmodG)， 即 对 某 个 g€ G, x,= gz. HBH JK, AC) = b 
(gm) = hz)， 这 就 是 说 ，hCx) 只 通过 fO düfE4AT x. D 

下 次 的 例子 在 其 余 各 章 中 是 有 用 的 ， 

例 1.71 j Z = R' BE G — Ola), Et n x n EZR. 
H € O(n) fE x € R* 工 的 作用 是 

x -> Hy, 
HERAA EERE. 

RI ER, EG FB KAS sEEL EL e 一 wx, B, f 是 
不 变 的 ,这 是 因为 对 所 有 z€ RM HE Oln), 有 fx) = ZH'H 
x= xz. jS ram fC) fC) m n MFE H&E O(n) 使 得 
z, = Hx, CH 1.278 (62), BR m — *%w 和 这 意味 着 在 G 下 的 极 大 不 
变量 是 xx 和 任 一 不 变 蚌 数 是 “xy 的 函数 。 

类 似 地 , 设 . 采 是 所 有 n X 力矩 阵 的 案 合 且 G = O(n), H€ 
O(n)t Xe 上 的 作用 是 X — HX, 并 且 群 的 运算 是 矩阵 的 秉 
法 。 则 在 G 下 的 极 大 不 变量 是 XX. D 

例 1.7.2 ik 7 —(C(Ca,2)|e € Rs, Z0 H X: n X n) 
E G—(C(HR,e), Hë O(m)Ë ce R°). G L 

#— Hu + c A Z—= HH, 
PHORA RRGBESEPIEGUAME. WEG FORRA ss E: E: AGE 
diag(1,,***,2,),Z 的 特征 值 3, 29 342 0 zi... 

证 dX f(s. 2) G) 且 注 意 到 因为 对 每 个 HEOC), 
HEH 和 有 相同 的 特征 根 , 洲 以 fC(w,23) 是 不 变 的 。 为 证 ACE) 
是 极 大 不 变量 , 设 f(a E) 一 f(y,V), 即 2 和 了 六 有 相同 的 特征 根 
fist såpe 取 H,€ OCnYRI H,€ O(2) 使 得 

H ZH, 一 diag(1,, ++ - ,1,) = HV Han 
jd H = H;H , € O(n), HIE V = H;H,ZH:H, = HXH', & ¿= 
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—Hg + vr, RNE 
Hu + c= v HZH' = V, 
因此 Ca, E) ~ (V) (modG). D 

@JL73 设 9€ 一 {XIX 是 s X PIER G = (CH, P)| 
H é OG), P € O(p)), 在 上 的 变换 群 给 定 为 X — HXP , X 
运算 为 矩阵 乘法 。 则 在 G 下 的 极 大 不 变量 是 (XX), BBA XX 
WAIE. 

证 设 1(X) 一 A(X'X). 显然 其 三) 是 不 变 的 ,因为 XX 和 
《HXPYCHXP) 有 相同 的 特征 值 ， 设 X) = f(Y), PB XX 和 
YY 有 相间 的 特征 值 ， 我 们 要 证 明 X — Y(modG). 事实 上 ,由 
上 而 两 例 , 存 在 PEO) 4m HE O(n) 使 得 YY = PX'XP' = 
(XP'YYXP' $0 Y — HXP',El] X — Y, Ü 

例 17.4 设 A = {(p, 5) p ER”, 5 >00 H Z: n X n 
G = O(a), GEA 上 的 作用 是 

a -> Hu Ñ Z— HER, 
WE G FMRAGSS E Chistr tsha P a), H list 2. Ë > 
的 特征 值 且 P e O(n) 满足 PEP -—2i(X)-diag(i,---.2,). 

证 E fg,2) = a), P ay, B. PZP = 1C), 显然 ， 
fCo, X) 是 不 变 的 ， 因 为 了 和 HIE 有 相同 的 特征 值 ， 并 且 若 
Q(HXH')Q' 一 02) WJ PXP'-1i(X) E QOCH) = P z, 2JUE 
有 明 它 是 极 大 不 变量 , 设 f(g,2) 一 [(s,VO. HPJ 172, IE H € 
Ol E V = HEXH' i PcO(mWE PEP 一 4(3) 且 0 = 
PH. M| QVQ'—PH'HEH'HP' = PXP = (X), PH'v = Qx= 
Pa Ú v= Ha, Bi Ce) ~ (C»,V) (modG), ü 

B HJkDPDIS E HY, se, WZ a 和 iE 是 不 变 的 ,而 它 
们 并 不 是 极 大 不 变量 。 l 

3840, RMA ERES FAT. HE Sy k à ES 
成 ， 

例 175 设 A — {(u, E) u ER", X> 0 B. Xin X n 
G = ((a,5,H)la « 0, b€ RH. HEOC) ER LKE TATE 
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给 定 为 
B —aHg +b X—asHEH, 
在 此 变换 群 下 ,一 个 极 大 不 变量 是 
Chf ans ua] 193, 
其 中 入 之 和 这 … 2 1, > 0 是 3 的 特征 什 . 
例 1.7.6 UL E 5549] 1.7.5 RAR, G= {BB 是 x X n áE 
FHL GEX rimum 
B— Bu 和 x BXB' 
则 被 大 不 变量 是 x Ya. 
证 设 fle, E) = wX'a. BR, F EG RIEAGES), ENS 
Í(Bu,BZB')-- wB'(BZB')'Bgu pT lp IC u, X). 
假设 
flu, E) = f,Y), : 
JRHÜ wE e == VU, Bj 
(Quz CE ty = CV DO V Y, 
由 1.2 节 (6) 存 在 He O(n) 使 得 
HX šu = V ty. 
Ë B= VHS, RIA Bu 一 ”和 BXB'—V.BP (4,3) 
(r,V)(modG), HE, f ERA KR ht. D 
$5614.7.3t.7 mAAR G = ((8, co)18 一 diag(b,, 
e,5,)2 0, ce R"}， 群 的 运算 定义 为 
(B, ci) Bz; cz) = (B,B,, Bye; + c), 
CEY 上 的 作用 为 
Brti+ec 和 2 BEB', 
则 在 G 下 的 极 大 不 变量 是 f(r, E) 一 R 一 《7;;), 其 中 


T;j bos 
Li 1: fal 10,555,804, 
CE 


fij Ld 


E. Z= (Ca;;), 
证 首先 ,因为 
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Í(Bp +c, BSB) = ( biga) — (ry) = R = f(nu,X). 
(Boblon) ^ 
AREKE, AER EK KIKE, 设 fC a X) 一 fO. V) 
RE. y = CR BẸ 
Sii uim Yii 
Canoy)? (viuva)? 
HN b, = (vulat, ie ],-,» fl c —Bes d- v, 则 我 们 有 
V = BSB 8 v= Ba + z f 
所 以 《pp,3) ~ (v,V)(modG). Alt, R ESL K AB, D 
更 一 般 地 ,我 们 有 如 下 的 例子 。 
$0178 设 A 一 {py ptr) m ER", mE R", > 
0, Z, > 0: sx ny $n G = ((c, d, B)jc€ R', deR", B 是 
n X # 非 异 阵 }, 其 中 群 的 运算 是 


(B,,6,d0(B,, 01, di) = CB, Bs, Bye; + ci, Bid) + di). 


CEK ERE RI 
(on) > (Bu + c,B n, + d) 和 U (Z8 — (BZ B, BEB). 
在 变换 群 G 下 ; 极 大 不 变量 是 (1 SD RH u 2 1.2 六 
4, > 0 是 Z,Xj' 的 特征 值 . 

证 设 Fen anin) = Unt. BAAR FEAE 
B3. JR f(g aa X ED 一 firo V, V.) BI Er 和 VIViUÉ 
HARRIE A = diag(4 tts). H 1.2 节 (10), 存 在 非 异 阵 
B, 和 B, 使 得 


sije l,e. 


B28 一 A B5B, = H, 
B,V,B; — A B,V,B; = ln. 
则 
V, = B'A B, — B,1B 2 IB IBY = BX,B', 
和 
V,— B;By'-— BSBBB;U- BX,B', 
其 中 B = B Bn, Hc—-—BudcatxuAAd-—-—Badctwu EI 
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# (Z 462524, 22) ixi (5745 Vis V 425 I A Ad KAS ER, ü 
$ € x 献 


Bellman (1970), Graham (1981), Muirhead (1982), Rao (1973), Srivastava 
and Khatri (1979). 3k 388g, FFLIC). 


# xu 1. 


|l 证 明 |], — ABl = |, + B84i, 其 中 A: p X q RIB: 
9 X PR: < 
1, 4 
V = 


B í 


4 


且 利 用 C1.1.7) 和 (1.1.9)), 
”112 证 明 : 若 4 一 (as)€LT(p), 风 4 = Gi) € LT (P). 
RE a; ER a7 的 公式 ， 

1.3 ”证 朋 公 式 (1.1.10), 

1.4 证 明 rk(4) = rk(? A) = rk( A AT), 

15 WLAEnX njim A =A BA i <; < m £ A' 
= À, AR ARIHI, TE —2,:—3 R :D> 3, ODD AR 
2 SE SS HJ , = Hi TE SF BS ER, EESERU, 

1.6 # 4  0,J] ABSBUR SJ E F23 EREE EK, 

1.7 证 明 ; 车 A >B, y> 6i 1, n, $ip ¿ > 
hoeh >O R au oo 分别 是 4 和 有 吾 的 特 
4E fi. 

L8 证 明 : AB fu BA 的 非 零 特征 值 相 同 。 试 求 出 ARBA 
BA 的 特征 向 明之 闻 的 关系 式 。 

1.9 A> 0 EHE 2,22 2,22 :-- dh EHR 


1.10 ji AS B23Jn X nik, 2# = A B. B> 0, WiEH 
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x Az r Ax 
supo Ao inf* 人 D" 


EP uh oo l, Æ ABC 的 特征 值 ， 

111 设 4 是 秩 为 的 #X magIBER, 20ers BEFA 
征 值 且 htt 是 ZA 相应 的 特征 向 量 . WEH Aji hh, + 
+ lihih, 是 ATA RP XXE, 

112 设 4 和 和 B 是 两 个 加 X sin. Rl 

tr[K,,C AG B)) = tr( £ B) = (vecC A) (vec( B>), 

L13 证明. tr(K,,) = l+ d(m — 1,5 — 1D), UB d(m,m) 
表示 如 和 的 最 大 公 因 子 且 4(0,n) 一 d(0,0) = n. 


(14 GEB Kne Done) 个 1 和 lakn D+ 一 1 
其 技 等 征 值 。 因 此 ,| ,| 一 (—1)#" 
ZA B 
ide zl fors 
B o 


Ay 


LI6 X 4 一 


ET 
|> 0,WDXPEEXEBUI- AWE 
Em 22 
AnAnAn = Án. 
1.17 RAMBLE m X mln X n H, SEX AGB = 
A469 1, + IaB, (n, “shlat et: t, pn} 分 别 是 4 和 8 的 
特征 值 且 {x4 ix R y.) 是 相应 的 特征 向 量 。 证 明 ; 
{4i 十 m i= 1,- +. m; j = 1, `. n) E AG BB eH 
{nyi = l, eem; = 1, e) HETRIPEREHAEII RI, DUC 
i465i = TEIL. + ap. 
148 计算 
Otr(X AX B) 
ox 
L19 利用 定理 1.5.1 各 


一 AXB  AXB, 2 


$415 


ax _ — E 
= XS xtg; XE 
Ózj 2i : k 


UrBg 
8 if < * 用 一 天 一 了 
m Za JEGO, 
其 中 Y = x". i 
1.20 Ub X = (x) 41 Y = (yi) SB RE m nP x 4 5B 
BE, EX Y ART OXBUSER OY/OX in FOs + p) X (n + 4) 
ME: 
ƏY ... OY 


xn Yin 


ay o 
Ox. 
— Kp DDE) 
" (=tví=t Oxii à 
证 明 : 


ay & zy L 8Y , az 
ox oX px 


S(XY) _ ox OY 
ay SKD l ugn + agon”, 
(3) € X,Y 和 Z 是 m X n,u X » MPX, ln 
AXED — a ex, (9X ev) (xe Z). 81). 


ox 
(45 8x w Ila. 
(5) 20072 — (XXY. 
(6) SUB. = AGB, 


121 设 Y 和 和 是 上 三 角 阵 且 Y =X, RÈ J(X — Y), 
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1.22 设 X 是 4 x PASE, X c UAE 46 UTAN 
正 对 角 元 素 , U: n X p B U'U = I,. E 


KX > (U, 0) = (Hay Je U) 


123 j% Y — X En X n pff, EH 
KY — X) = |X|", 


ICY — X) S P. 4 t5, LK p X, I 
124 dE x —(UIU: n X p,U'U = I,y, 9 E f Yg #E 1E 2 I 
的 x X pR Stiefel 流 形 ,并 且 G 一 O(a), ig H € O(2) 在 
U € < 上 的 作用 给 定 为 
U — HU, 
PR09138 ROS RBRERUSeIE. WARE G FRAKTER. 
125 证 明 4 = Q(P A9) ,其 中 已 和 8 是 非 异 阵 。 
4 oi A X 
1.26 | | =: | AX xm v 为 满足 
o B Y B` . 
AXB =O H BYA == O BJftE CC Ma EE, 


4 oy [4 x 
Gk: | | -| Eri Fm 对 任 
A B Y B` . 


A oy 
gue] "| 存在 Ai, Bi X 和 了 使 得 该 方程 成 立 。) 


127 Æ An 非 史 ,证 明 
An x Au — du A4uY 一 X As Ai x | 


Em An Y O 


[AR An 
+ | stante n 
—1 | 
其 中 X 和 了 Y 为 满足 X4, O Ñ Ax Y = O HEER, . 
1.28 Æ 4 之 0， 试 证 朋 练 习 1.27 中 的 公式 成 立 , 但 和 和 了 


满足 AX Au. = O E AnaY An = O, 
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SS HRES 


ERAH, RIK EXKRI X coo tr Z STERSEI SEE R 
A8 ECD)JEPHE'EATRSPEW. ÜUEZS BEER e 8 y fE BJ EER TE, 
我 们 将 首先 在 第 3 节 和 第 5 节 讨 论 多 元 正 态 分 布 和 球 对 称 分 布 . 
第 7 节 将 给 出 一 些 正 态 性 的 特征 。 球 对 称 分 布 和 Dirichlet 分 右 
之 间 有 密切 的 联系 。 后 者 将 在 第 4 UD. 第 8 节 和 第 9 节 将 分 
列 说 明 如 何 计算 二 次 型 分 布 和 某 些 广义 非 中 心 分 布 (六 分 布 、 广 
义 非 中 心 : 分 布 和 广义 非 中 心 了 分 布 等 )。 第 1 节 和 第 2 节 将 引 
人 一 些 初等 声 念 和 工具 . 


21 多 元 分 布 


2.1.1 多 元 标 积 分 布 函 数 


设 x 一 (Xi X Y FE P X 1 随机 向 景 ， 它 的 联合 分 布 定 
S28 
F(z) = F(x,,:,)9P(Xi s x,--,X,«x,t. 
显然 ,任何 多 元 黑 积 分 布防 数 (mcdf) 都 有 如 下 的 性 质 ; 
(1) FG) 对 x RTA BERE 8A HER EL YE 
(2) 0 < Fe) < 1; 
(3) F(—09,x,,*-,2,) = F(n, —9,m, 2) me 
— F(1,,---,21,4,—00) = 0; 
(4) F(-Feo,-..,J- co) — L. 


11.2 密度 


给 定 mcdf F(x), 若 存在 一 个 非 负 了 医 数 j(x) 使 得 对 每 个 x 一 
Centr ER 有 
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(2.1.1) FG) 一 IN MIO 


MUJ, 5 BUD DAR F(x) 有 密度 JO), EE BE FOOD 
有 下 列 人 性 质 : 
Gi) fG) 2 0. 


(2) | tea = i 
(3) 对 Rr 中 每 一 个 Borel Æ% 8, 我 们 有 
(2.1.2) P{xe B) — | idx. 
特别 
b b, 
Pla < X, & i mi, P) |" s ras. 
(4) 对 fs) 的 每 个 连续 点 r, 我 们 有 
(2.1.3) fnm) m _OPF(2 yye) 


| Âx Oxy * Óx, ° 
其 中 FQOR f(x) 的 多 元 累积 分 布 函 数 。 
213 边缘 分 布 
设 * 是? 维 随机 向 量 且 x2 是 具有 其 q 个 分 最 的 z 的 子 向 量 。 
则 x 中欧 分 布 称 为 x 的 边缘 分 布 。 | 
: (D . š 
不 失 一 般 性 ,我 们 可 假定 x 一 | di | RU x 的 分 量 是 x 的 前 
x 
4 个 分 量 ， 852 axCRUIRAR A dnd F(x,-- tatg 00,777 ,十 00). 
若 * 有 密度 f(x), 则 zx2 也 有 密度 ， 由 于 
PFCz zy 十 co 十 co) 一 F ze ME 


-0 


2 4 fCyis 7 793,2dyi- dy, 
故 x? 的 边缘 密度 是 


14) fGy s fs dry dp 
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214 条 件 分 布 


ERRUR RAE 4 和 8 是 两 个 事件 , 则 在 4 出 现 的 条 件 下 
BJ CE ME SEO 


2.1.5 — PIAB]I 
(2.1.5) P{B|A} PEA 


假定 PCA) 70. 现 设 4— (a < X < bn B = lc < Y < d), 
3p XY ENAMAL. WRIA 


Pla < X <bl|ce < ayaa- SLS Ted 
P(cs Y xd) 


RI 


x,y )dxd 
m d 


Ñ g(y)dy 


其 中 f(x,y) 是 与 和 Y 的 联合 密度 且 &8《y) 是 了 的 边 绿 密度 ( 若 它 
HERABE P(ec < Y < 4)= 0, # EY = yh XRRR 
度 定义 为 
(2.1.7) fz | y) 一 1x,7), 
gly) 
a | xO 
一 般 型 , 若 x 一 | jamaa f(x x YR. 22), BU 


给 定 xm 时 x 的 条 件 密度 是 


(2.1.8) p |i) = IG) 
glx”) 


当 z 没有 密度 时 ,我们 仍然 能 够 定义 {x OR. ELS 
定义 和 性 质 可 以 在 许多 教科 书 中 找到 ,例如 在 Loeve 的 书 (1960》 
中 ， 
2.1.5 独立 性 

定义 2.1.1 两 个 随机 向 量 x:p X 1 和 yig X 1 称 为 独立 的 
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如 果 F(x,y) 25 GG) H G5, Kul F(x,9), GG)R HC SIE 是 
《x,y),x 和 ?的 多 元 累积 分 布 函数 。 若 它们 分 别 有 密 度 f(x,y)， 
gz) 和 kO), lj x 30 Y dé SR3r BUS BLOCS 


(2.1.9) Erry) = g(x)h QD, 
或 
(2.1.10) fCx|y) = g(x). 


定义 2.12 i F(x,,* EPIS EPE NLE E X (X,,**,X,) 
HIA (s PA 22 B. Fi(xj), j— I, er PD iih. 随机 变量 
Xv 称 为 独立 的 如 果 


(2.1.11) F(n, 1,2) = TE FC), 


RAL Xote X, MIRIAM X, 和 X,G >= jD Aate, [B 
OZ NUR AA BHS, FEE, FE- EAT AE XQ 和 Xi i= h 
是 独立 的 ,看 Xi... X, 却 不 是 独 开 的 ( 见 练习 2.1)。 


21.6 ”特征 函数 


定义 2.1.3 设 * 是 具有 多 元 累积 分 布 函数 FGOBSUP x 1 随 
机 商量 : 是 p < 1 常 向 最。 此 特征 函数 定义 为 


(2.1.12) $, G) 一 上 EX Ü edF (x), 


Ri = /—1, 
我 们 来 回顾 一 元 分 析 的 情形 . 它 表明 下 列 的 性 质 是 有 用 的 : 
(a) $0) = 1; 
(b) IO] < 1; 
(c) é,CO TE R° ERGER 
(d) Zi x Ri» 是 独立 的 随机 向 量 ， 其 特征 项 数 为 p) 和 
d, CO Ce + y) 的 特征 函数 是 
(2.1.13) parse) = $,G) 2,02, 
例如 ,车 x 的 分 量 {Xi} 是 独立 的 , 则 
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(2.1.14) dint) = 40 ILexico. 
tml 


(e) 设 +* 和 7 是 商 个 随机 向 量 ， 其 多 元 累积 分 布 省 数 分 别 为 
PG) 和 Pty)， 特 征 函数 分 别 为 $, GOR 6,C0. X FG 和 
F,(y) 是 恒 等 的 当 且 仅 当 HOM $8,(?) 是 恒 等 的 。 这 就 是 说 , R* 
中 的 多 元 标 积 分 布 函数 由 其 特征 函数 唯一 确定 

(f) 设 oG) E x 的 特征 函数 有 y 一 Ax 十 sa。 则 ?的 特征 
函数 是 exp(ia'z)$( At), 

(g) # £ B p X< 1 随机 向 是, 则 对 每 个 ee Re, z 的 分 布 由 
ax 的 分 布 唯 一 确定 ， 

证 由 于 az 的 特征 函数 是 

pakt) - Eleti), 
办 此 
4 (1) = ECe' 9), 
作为 a 的 函数 是 + 的 特征 下 数 。 击 《〈e), 结 论 得 证 . 吕 

定义 2.1.4 ”我 们 说 一 个 特征 函数 属于 (也 ?类 如 果 在 零 的 邻 城 
内 , 它 等 于 而 不 恒 等 于 另 一 个 特征 函数 。 一 个 特征 函数 属于 《CD) 
类 如 果 它 不 属于 (D0) 类 . 

许 宝 又 (1954,， 1983) 券 罕 了 一 个 特征 函数 属于 (U) 的 熟知 的 
叙 子 ,并 给 出 另 一 些 例 子 和 定理 。 MartinkiewiczC1938) 证 朋 ; 一 
个 非 负 (或 非 正 ) 随 机 变量 的 特征 隙 数 属于 《U)《 见 定理 3)。Zyg- 
mund(1951) 给 出 一 个 特征 函数 属于 (Z 7 的 充分 条 件 , 即 其 相应 的 
TARR F(x) 应 满足 条 件 


(2.1.15) | aR) «oo t: NI < c), 


其 中 ”为 正常 数 。Essen(1945) 证 明 : 若 一 个 分 布 函数 存在 有 限 
4B =, 且 由 这 些 矩 {pr} 唯 一 确定 , 则 相应 的 特征 函数 属于 (Z)。 


n id 


2.1. ”一 运算 
d 
定义 2.1.5 若 随 机 向 量 x* 和 ? 有 相同 的 分 布 , 则 记 为 x 一， 
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宇 运算 在 本 书 中 将 起 重要 作用 ， 我 们 有 下 列 基本 事实 : 


(a) 设 zy E. fij ui 1,:*,.m, 是 Borel PAS. 则 
Rh) hi» 


(2.1.16) E 


ja] | 天 的 
Be 


Phy CN AF si) -— [eite turned FC) 


= [eem eneodFa (y) = ET NI 


其 中 Fi(x) 积 Fi(y) 分 别 是 x Ñ FERRARA, pun. ROGE 
TP 


| 
y A. 
其 中 41,… ,A4。 是 常数 阵 。 
(b) 设 X,Y,Z WW EILER, X RIZ 独立 且 Y fuW t3 
立 。 则 我 们 有 


(1) xZ y m Z £ Wii X+ Z Z Y + W. 
(2) # ZZ IEEA TIEREN TOEEN EO 


x dux 
M DT 


e (U), M X + Z -v-cwiania X y. 
证 由 (2.1.13), 结 论 (1) 显 然 . 设 ZZ X + Z £ Y + 
W, RIIE XEY. HF 


(2.1.17) $x(Qéz() = priz) 一 briw) 一 $y (0 dw), 
故 若 对 几乎 所 有 的 上 有 oz) Sdwa) 天 0， 则 对 开 乎 所 有 的 # 


有 4x(D = orl), B XEY. 若 和 ua 人 Ge(D), 则 由 (2.1.17) 和 
ZE z = 0 处 特征 函数 的 连续 性 ,存在 8 > 0 使 得 
pxl 7 y (02, 23 0 < ; < 8, 
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Ei $xG) € (QU), 58165 (22 8E, D 

(c) Wk X,Y 和 Z 是 隐 机 变量 及 Z 分 别 与 和 YY 独立 。 则 

(Ox ŻY ma zx = zY. | 

(2) 若 
(21.48) P(X > 0)= P(Y >0)= P(Z >0) = 1 
县 对 凡 平 所 有 的 + 有 Gua (D € dioz) +0 的 (U0), 则 Zx < 

Y gis XEY. 

(3) € P(Z >0)= 1 且 对 几乎 所 有 的 + 有 diaz CD = 0, 
则 Zx zY GR xr. 

(4) Xi P(Z >0)= 1 HllogX|X > 0] #i (log (—X)|X < 0) 
的 特征 函数 属于 (5), 则 ZX zv ze x Z v. 

WE 结论 (1) 和 (27 显然 .我们 只 若 X 和 7 满足 
(2.1.18), Ri] E BG MITES log Z 十 log x :£- = log Z + log Y m 
log X Š log Y, FH X = Y. f 

现在 我 们 郑 订 和 和 YY 是 任意 的 随机 变量 。 设 

x # xL 0 ro, 

f (<) -| 
0 X x*=<0, 一 x # +*<0 
R. Xt— j.G), X "f (x);Y* = f,G2)8I Y" = f_《y)， 我 们 
要 证 朋 : 


f+ G) — | 


(2.1.19) xh yesxtS5ysxc Sr, 
由 于 fF.C°) f2C 是 Borel 函数 ， 故 必要 性 的 结论 显然 。 ES 
Xt Yt 和 X -—Y' WAVE E 
ECES) = | PAR) | o e IPG) + PX ~ 0) 
= E(e/**) — P(X < 0) + Ele) 
— P(X z 0) + P(X = 0) 
— E(e2*) 4- E(e7*7) — à 
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= Eei) + EQe ) — 1 = Ee), 
其 中 FOR > 的 聚积 分 布 函数 , 即 X LY. 若 我 们 能 够 证 明 


ZX* 5 zZyt< Xt yA ZX £ ZY e> X- 之 Y-， 则 由 
p sc Css (ZX) # (ZY) <> ZX* 
二 ZY+ 和 ZX zy o e»x* hon XZ y- a X Z y. 


结论 得 证 。 现 在 ,我 们 证 卫 Zx+ 全 ZY e x+£yt is zx+£ 
ZY+ W 
P(X20)—P(X*20)- P(ZX* > 0) — P(ZY* > 0) 

— P(Yt > 0) — P(Y > 0) 
和 

P(X > 0)E(e/"XMVX > 0) = E(e X*) — p(X < 0) 

—E(eci*Y*) — P(Y < 0)= E(e7*| Y > 0)P(Y > 0), 

由 证 明 的 前 一 部 分 , 我 们 有 ECX > 0) — E(eUY]Y > 0), 


a 
Rp X+ 一 Y?。 同 样 的 方法 可 以 证 明 充 分 性 条 件 。 类 似 地 ,我 们 有 


ZX 二 ZY- «X^ 二 Y-。 我 们 可 用 同样 的 方法 证 明 (4)。 0 
注 1 key 是 随机 向 量 时 ，(1) 和 (2) 仍 然 成 立 。 在 (2) 中 
条 件 应 用 于 = 和 y 的 分 量 . 
注 2 在 结论 (3) 中 ,条 件 PCZ > 0) 一 1 是 必要 的 。 例如 ， 
若 . 


P(Z = 1,X = —1) = P(Z — 1, X = —2) 
= P(Z = —1,X = —1) = P(Z = —1,X = —2) 
1 


kd 


4 t 
P(Z-—1,Ye1)—P(Z-—1,Y = 2) 
= p(Z — —1,Y = |) = P(Z = —!,Y = 2) 
1 


-— .- 
, 


4 


则 容易 看 到 , Z gs XY á ZX ZY 和 对 几乎 所 有 的 1 
有 bezli) 一 noi 二 e“) 一 coshz + 0, ifi XY. 


如 上 的 结果 是 Anderson 和 方 开 泰 (1982a) 得 到 的 。 
22 $755 fam 


随机 变量 X 的 期 望 定义 为 
E(X) — í zd FG, 

其 中 FGOXÉxB ES m. 

EX 221 W X-—(X,) 是 n x 的 随机 阵 。 若 XX 的 每 全 
元 素 Xu 有 有 限 的 期 望 , 则 我 们 写 
(2.2.1) EX (EX). 
M n= p= 1 B, AX = EX. 

由 此 定义 ,我 们 有 下 列 的 性 质 : f 

(1) i& 4 = (24), B = (55) 和 C = (c;) 分 别 是 m X n, 
P X q 和 m x 4 的 常数 阵 ， 则 
(2.2.2) SAXB + C) = AE(X)B + C. 
TEENS x 是 * x 1 的 随机 向 量 , 则 我 们 有 
(2.2.3) dx) — AFG. 
这 里 POORA x 的 均值 向 量 . 

(2) 设 4 一 《ci 和 B — (b) m X n 9363805, B. z XY 
AE ^ x 1 的 随机 向 量 。 则 I 
(2.2.4) d (Ax + By) = Ad (x) + Bé? (y), 

(3) iE X3HY 是 w X p BEILER, H e 和 上 5 是 常数 。 则 
(2.2.5) d (aX + bY) — ad (X) + bf (Y), 

(4) WE XE n x P BEULEERI AJ P x 4 的 常数 阵 , 则 
(2.2.6) E(1t AX) = tr(# AX), 

熟知 ,两 个 标量 的 随机 变量 X 和 YY 之 闻 的 办 方差 定义 为 
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(2.2.7) cov( X,Y) 一 E(X — EXXY — EY). 

现在 我 们 把 协 方差 的 概念 推广 到 随机 向 量 的 情形 。 

定义 2.22 设 * 和 ?分 别 是 xn x 1 积 p x 1 的 随机 向 量 . 则 
D XE 3 20 
(2.2.8) cov(x, y) = (cov( X,, Y), 
Bl cov(z,y)&SUSR7U cov(CX;,Y;)UU n x PU. AS cov(x,y) 一 
0, WRM, z fu y 是 不 相关 的 。 若 * 和 3 独立 , 则 我 们 有 covCx， 
y) 一 0《 若 它 存在 。 然 而 ,一 般 地 说 , 逆 命题 不 成 立 。2.7 节 将 给 出 
许多 例子 。 

能 够 证 明 
(229) — cov(z,y) = Z(x — #(z))(y — # G). 

3 n = P B. z = y N, (38 ZG RE cov(z,y) 并 称 之 
为 向 量 z 的 协 方 整 阵 。 

我 们 有 下 列 基本 性 质 : 

Q0) 我 们 有 
(2.2.10) (x) = (xx) — FG (Y, 

(2) Zia d& n x pE, MU 
(2.2.11) £Z(x — a) — Z (x) 
# 
(2.2.12) ECx — a)(x — a) = Z(x) 

+ GP (z) — aX 4 GO — aX, 

(3) WE < Iy 42g e x 1 Im x 1 的 随机 向 量 且 4 和 8 分 

ME p X n 814 X m JS Sa E. Hi 


(2.2.13) cov( Az, By) = Acov(x,9)B', 
特别 ,我 们 有 
(2.2.14) BLA) = AZ (x) M, 
定义 2.2.3 两 个 标量 随机 变量 X 和 Y 的 相关 系数 定义 为 
- T4 cov(X,Y) 
(2.2.15) p= corr(X, Y) [varGOvar CY] 


随机 向 量 x 的 租 关 矩阵 定义 为 R — Coa), HP oj; — corr(X;, 
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Y;). 

记 D = diag(oa, ` **,0,,) HH ai Ou dà X = (x) 
的 对 角 元 素 且 h= ojj 一 1,2,*……,#。 了 和 RR 的 关系 式 为 
(2.2.16) 5 = D:RD:, 
其 中 Dš: = diag(o os). 

若 随机 变量 天 的 各 阶 矩 谨 在 ， 则 半 不 变量 (或 称 为 黑 积 量 ) 是 


log px (i 一 > D 
j-20 


中 的 系数 *, 其 中 pO E XORA. AXW um IX) 
表示 的 前 三 个 半 不 变量 是 
& Tu ECX), 
ky = u;— (m) = var( X), 
| —  — 3⁄4; + 2G. 
定义 2.2.4 PAE x BJ D Are E, |: dE ERE 
(2.2.17) log $, G) = AX (inyi Gry . 


m Glee sal Eneas 
中 的 系数 <, 
一 般 地 ,我 们 能 够 定义 * 关 于 原点 的 六 阶 短 如 下 : 
(2.2.18) p,— < Dr Ek EIB. 0 
4 (xx Qa -Or 若是 奇数 ， 
kTRT | 
如 果 它 存在 ,全 如 ;T= G), T, = Vx DT= E(D Br). 
由 归纳 法 , 我 们 有 
(2.2.19) E(X4X, X4) = rib, 
这 里 Ti — (HP). 
tti 
s= 24 Ca 一 1-3 + 1, 
1 
r= D (io — 1827: l, 


£= 
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其 中 fx] 表示 小 于 或 等 于 * 的 最 大 整数 。 其 证 明 留 给 读者 ， 

我 们 知道 ,一 个 随机 变量 的 短 和 特征 函数 之 间 存 在 一 种 关系 . 
E o0) 是 随机 变量 x 的 特征 函数 。 则 ECX) 一 1/:5499(0), 
k= 1;2… ,其 中 工 一 (一 1 六 车 它 们 存在 ， 类 位 地 , 若 特 征 函 数 
为 COSS ELE dE z A k pE, N 


T O D | 

i5 10:1 r... ƏzƏZ Fe Ek ERAK, 
(2220) m=}, x t 

p 808002 T. args 

it rör Ôr- Or Oc |> Tk EH. 


利用 符号 Pi 我 们 能 够 计算 z 的 二 次 型 的 矩 . 
定理 2.2.1 Word BEA Rx ndn, RU 
(2.2.21) E((x'Ax)*] = u[CAB BATul. 
k 
WE 由 Kronecker 积 的 性 质 ,我 们 有 
E[(x Ax)*) = E[(z= Ax)@ (x Ax260-- .Hx Ax)] 
= E[(xG---Gx X A@: - - @ AX z@- - - @+*) 
= ul AR- QAND 9x9 Ox)! 
= tr[( 4@:-- DA) 4]. f ü ` 
推论 1 ite ## BR EI EL # RUIT ER ZI 255 > B. LE 
sx 5 常数 阵 。 则 我 们 有 
(2.2.22) - E(x Ax) = u( AX) + Au, 
证 由 于 
P, = E (rx) = EZ (z) + pp = Z + us, 
故 由 (2.2.21》;, 其 中 天 一 1; 推出 (2.2.22)。 A 


23 ”多 元 正 态 分 布 


若 X 的 密度 是 (2<) dert. X~ NC(0,1) 并 说 X 遵 
从 标准 正 态 分 布 。 在 本 节 中 ，, * 表示 随机 向 量 , 具 有 独立 同 分 布 的 
分 量 {Xi} 且 X, (0,1). s 的 维 数 随 情况 而 定 。 
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定义 2.3.1 3 mx 1 随机 向 量 》 能 够 表示 为 


(2.3.1) yu + dn, 
其 中 是 mx 1 的 常 向 量 , 4 E 5 X m 89 s Sk BE H. s E nAaR, 
WRITS y~ Nal LAFA y 38A S TCIE S 2h. 

由 此 定义 ,我 们 能 写 x  NLCOLIL), 其 中 x* 如 (2.3.1) 所 定义 
HERTA FIKEN: 

(01) E y — Nolu AANU z — By 十 4d, 其 中 Bim XH 
d.LX 1, MUI z~ N;(B'ud- 4,B'A' AB), 


证 由 假设 我 们 有 y ko. HU 


z. (B'u + d) + (ABYx, 
Bl z~ N(B'a + d, B' AAB). D 
(2) 设 ?~ N.Cpn, 4 4) 并 设 


y? pO pom Xn 
(2.3.2) | Z |a 74-| | 
y? uc? : Xn Zn 
其 中 yer X ld? :7 X 1,Zu:r X r, MH 
(2.3.3) y? ~ a9 Eu) 和 ?2 ~ N, Ca, En). 
证 取 B (1:0), 0:r X (m — 7) 和 B'— (O: Enr)» 
O:r Xr, 则 由 (1), 结 论 得 证 . D 
这 个 性 质 告诉 我 们 。 多 元 正 态 分 布 的 任何 边缘 分 布 仍 然 是 正 
态 分 布 。 但 逆 命题 一 般 不 成 立 ， 也 就 是 说 ， 一 个 随机 向 量 的 每 个 
分 量 是 边缘 正 态 分 布 的 事实 不 能 得 到 该 向 量 有 多 元 正 态 分 布 的 结 
论 ， 作 为 一 个 反例 , 设 x == (X,, XY 的 密度 是 


IC, x.) => i-e + rte 3016721, 
x 


容易 看 到 ，X ~ NO, DA X, — NN(0,1), 但 X, # X, KAS 
布 却 不 是 二 元 正 态 分 布 。 
定理 2.3.1 设 y — N(xp, 4 4)。 则 ?的 特征 函数 是 


(2.3.4) pt) 一 exo ir n 一 radi) 
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证 BF yu At Borm (K, X, ~ NC, 1,), 
A BUE GE pR 2k BE C4 YR C f), RNA 

$0) 一 H óx,Ct) m [Ie - Ge mm PEL 
和 


$ G) = e" piue tata 
E P 
ë -efin rar). 0 
这 个 定理 表 朋 ,多 元 正 态 分 布 N.,(u, A 4) 由 上 和 44 唯一 
确定 。 从 现在 开始 ,我 们 将 以 了 表示 AA, 显然 之 0。 对 于 每 
^ x>>0, 了 一 44 的 因子 分 解 一 般 不 叭 一、 特别、 我 们 能 取 
m X zw 答 阵 作为 4, 其 相应 的 xim X 1， 
定理 2.3.2 没 y~ Nale EIZ = 0. MH y Su BE 


(2.3.5) f, G) = Quay mir | des( — G — a3 y—u)). 


证 XE (2.3.1) cR gm X miBEE AE x Nell, I). HT 
A A= X dESR.MR AEE. z 的 密度 是 


f, G) = Ii (2x) texp T zi) = (2x) i"exp (-i zx). 
考虑 变换 x 4t 一 u), MRENE EENAA 116.1) 
是 

E 
Oy 
因 些 , Y 的 密度 函数 是 | 
O= Ortz — Len p40 —4)) 


则 由 一 44,5098. U 
例 2.3.1 二 元 分 布 ， 这 时 


Yi Pi gu Gy e op 
y t , p =a #H 5 L < le 
Y, £1 f n Mm Ge s; u 


pes PAPE EP SIME PIRA 


由 (2.3.4), 甚 特征 函数 是 
CREP n) = expi( na, + hap) 


— z lot + Lato, + Ho). 


由 于 |z| — ia — 60.408 c> 0, a> 0 30 lel — 1, R 


í > 0, ¿XIN 
1 g; simp 
x wm  __ “` A L 
aio (1— zu b 
内 此 ,3 的 密度 是 


IG) m Gro i= Y [s [7 


equ ca erm 
定理 2.3.3 iU y~ Nelu) HU 
(2.3.6) # (y) = 2,2) — E, 
证 由 (2.3.1) 和 ZG = 0, 2 (x) 一 fw, 定理 得 证 ,因为 
£ (y) = z + #( A'z) p 


Zí(y)— ZZ (x) À = ⁄ À = X, n 
定理 2.3.4 Ey Rm x 1 的 随机 向 最, 则 ”遵从 多 元 正 态 分 
布 当 且 仅 当 对 每 个 a € R", 有 dy 遵从 一 元 正 态 分 布 。 
证 “显然 ,我 们 只 须 证 明 充 分 性 。 假 设 对 每 个 ac R>, RTI 
有 cy 遵从 一 元 正 态 分 布 。 则 存在 EDZO). em sO), 
3 一 (y), mBdBWEQAAÁAYM oy N(aa.aXa) 并且 a'y 的 转 
ARE ! 
e; (O = exp( ito A 一 214 za) 
取 + 一 1; 我 们 得 到 ?》 的 特征 函数 。 它 可 看 作 。 的 函数 , 即 
$0) = exp( idu 一 Lezo), 
HIERRO OA 2.1.6 节 ) 和 定理 2.3.1, 定 理 得 证 ， 中 


° 5° * 


设 qum Na, 2). 把 y 按 (2.3.2) 的 方式 分 块 。 
定理 2.3.5 iE y~ Np) Z> 0 N] 
(1) 给 定 ?2 时 ?4 的 条 件 分 布 是 


(2.3.7) NC n.25 20:22) 

其 中 

(2.3.8) ta 一 aD + XQXSK (y? 一 x) 
和 

(2.3.9) Ena XZ, 一 Einn 


(2) y? 一 X4XgjyO 5 yP. 
(3) y^ 一 En Sry yir, 
证 BA, 2> 02408 X420 和 2420. ig 


iai TA: 


| y p ven 


y? 


z BS 6 3° PU MRA Rk TE SO EL TRA A [EU St Tri p 22 SIE 
是 


Sls) = BEGU) 一 


e — — 


2) 
p: 


和 


Zo - seo - C dU dan -人 °) 
I o Z; O Èy 


显然 ,了 > 038098 Su: > 0 和 X, > 0。 我 们 能 看 到 z 的 密度 是 
两 个 正 态 密度 的 积 , 即 
N Ceris Zu) N (9, En). 


注意 , 蕉 可 比 行列 式 |L] 一 151, — 1, y tin 32835 


(Q) — (Gy, y) 


+ 39 


= Cl Zaal "exp — lee 一 maY EnG 一 "» 


x Qa) 34] ie 人 一 上 (7 — pY Xj Cm 一 4. 
Wi sz EB EC(C2.1.8)81(2.3.3) (89257... Ú 
现在 我 们 来 考虑 在 多 元 正 态 分 布 情形 下 的 独立 性 ， 
引 理 23.1 j r~ NC0, L), y= a + Ax Rl z = Y + 
下 rz; 其 中 din X p,B;n X q, Wü]y Rus hyun q Bu 2 B = 0. 


证 记 
y B A 
w = w + x, 
E Y B' 
nu AA AB 
w -v[ y 2 . 
YABA B'B, 


gx y fa 独立, 我们 有 
O = cov(y,z) = cov(# + Z'x,Y + B'r) 


— cov( Ax, B'a) = A ID (x) B — A'B, 
另 一 方面 , 若 4 B = 0, 则 i 


w 一 N 5 , 
"nl y NO B'B 


Hop Ne AAM N (7, B B), HETRIK 
BA BU y 和 xz 独立 。[ 


推论 1 B y~ N,C a, 2); LAUS B'y 和 RM + C'y, 
其 中 Bim X p R Cim X q, W| z e iD BAXOA Bp'yc = 
0. 

证 因 rm (Hua) + (ABYz, w= (C e+e) 

+ (AC Xx, di z Andr? H (2 384 
O —(ABY AC = B'4 AC = B'ZC, 
REAR 2.5.1. (] 
RM, RITA hn THEE, 
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推论 2 设 y~ N.(a,2). IMEDA 

y^ Zu ccc Xa 

yea 

H Za c Xa 

MJ y,- y 独立 当日 仅 当 Z; 0,496 jp 这 里 ,独立 性 等 价 
于 不 相关 人 性。 然而 ,这 一 般 也 不 总 是 正确 的 ( 见 2.7 节 ), 


2 = 


24 Dirichlet 分 布 


定义 2.4.1 车 x ~ NC AI. WR Y = xx 遵从 非 中 
心 X i5,R EHE n Ho 3Erh s AX 6 一 ua, 并 记 为 了 ~ 
X), 3 5 一 只 即 = 0) 时 ,Y 892) fp EROS n 4- Ei Ba E RC AY 
布 并 记 为 了 ~ X; 

在 例 2.4.1 中 ,我 们 将 证 明 Y ~ xL 的 密度 是 


(2.4.1) Qa) tyittei, 
若 随机 变量 吾 有 密度 
Ple 十 a) pariti yt 
(2.4.2) GO" (1— ht b < 1, 


则 我 们 说 马道 从 Beta_ 分 布 并 记 为 B ~ Baal). 


RE Y XD Zo a 独 立 , M 
~ Bla, m 
Y/(Y + 2) ~ Bls,t m). 
Beta 分 布 的 一 个 推广 是 所 谓 的 Dirichlet 分 布 。 


定义 2.42 j y 一 《Y,,……,Y。) 是 随机 向 量 使 "Yi 一 1 
R. Ye *** Y mei 有 联合 密度 ， a > 0,: pm 1,---,m, 


r Sa, m-1 m=i i 
(2.4.3) pryis 77 Yu 一 i : n yi Lx >; n) 5 
H T(o;) e ' 


m-i 
若 yomi, ml ADA < 1; — 0 
i 
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其 他 
则 我 们 说 Y 遵从 Dirichlet 2483810238 (Y,, Y 4) ~ Dun, 
YD 我们 

可 根据 需要 选择 之 。 3 m = 2 时 ， D(a; a) 则 成 为 Beta 分 布 
B(a;,0). 

首先 ,我 们 需要 证 明 在 (2.4.3) 中 定义 的 Pn Y 0E 
个 密度 。 这 就 相当 于 证 明 如 下 的 引 理 。 i 

88 24.1 j. 
(2.4.8) Baltis tta an) S 


| xy 1... 
DG 7 xa?) 


i553 ^( z >= e dx, dra, 
其 中 
人 [os tX.) x; 2 0, 
Ped, m DPI 
则 
(2.4.6) Ba(m, on) 一 H r(a fT (a). 


证 我们 用 归纳 法 证 明 (2.4.6)。 已 知 当 mw 一 2 有 时、(2.4.6) 正 
确 ， 假 设 (2.4.6) 对 六 委 大 正确 。 由 (2.4.4)》， 


下 ia `, agr) 7 l. T (1 — x. 23! e "(Ile "dx, ) 
fas eie 
f zc (1 — s wb dxy., 


i=1 


Dn RID 


T k—1 
设 M = Xii = l;et I l, 和 m = (1 一 Na) 则 这 个 
P*1 
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maena aae Ind 1 SS ui Ju 
变换 的 雅 可 比 行列 式 是 e) .一 1 >; i。 由 归纳 
假设 ,我 们 有 


Baa, ttt, 0a) 


入 一 1 k-1 apt, "h 
-| (Ilaran JO — >l) 
Diziecag-D im] 


im) 
! ag-t t 
. í uit 一 unn! du, 


a Tor)TCarr) Blons- 


EST TE TEENS 
RO + agn) Ct tt T Ls! 


T Fia) (a, + oiu 
n AR 
Tc, 十 aga) kii 
dx a) 
k+i &*l 
EE H Ka 5 a)» 
因而 引 理 得 证 。 D 
推论 ”由 (2.4.1) 定 义 的 函数 pw(y ,ym1) 是 一 个 密度 . 
定理 2.4.1 设 Z~ im l, eym jh B Z+ + 
Z s. 则 (2,/2,--,Z,/Z) ~ Dami, n,/2). 
证 Zo: Z, 的 联合 密度 是 


— MON s kal 2; qo 
P 1 bs 2! 2740 s i | 3 2j z). 
设 | à 
Dr je d,-.m—1 
Z= ZU + c E. 
则 变换 的 雅 可 比 行 列 式 是 
Jan | O(z, zz "` Ze) 


@(z,y,, ui) 
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= mod 
m-i 
1 一 »*y —z —z + —g 
' 


— mod| diag(z,---, oi E > »,) 


x Tii z 


sga S. am 


x —z 
-2(- > y > »)- ==", 
Rc, Z, Yast Yu 的 联合 密度 是 T 
| I "(+ n)| F: ^ us > 2H zisent 
a ipe n J. girene) 


i > "|. azi Enpi 
[ehg 
Hr(;") 
其 中 nem ke tan É— CERA n 4 B BE 60 好 分 
布 的 密度 ,第 二 个 因 于 是 Do( mirs loas 1 4 ) 的 密度 、 干 
是 定理 得 证 。 0 
推论 1 Z 王 Zi 二 .…， 


狸 立 。 
推论 2 设 * ~ No.(0,1。) 且 被 分 为 办 个 部 分 ，za -xztw， 


+ Z,— ri 5 (Z,/Z,--- ,Z_. /Z) 


- $4 = 


其 每 一 部 分 分 别 有 > 的 ma … ,ww 个 分 量 , 即 


x 
(2.4.7) x = : 
xm 5 


i zo .le Np 4 Su. 1, 2 

" Jll? 5 E lil? ) -人 13 ?了 „JE Sll SOT. 
利用 (2.4.6) 容 易 计 算 Dirichlet 分 布 的 混合 矩 。 
定理 2.42 dE y= (Y,, tees Y, i+) ~ Datis 

a+) PIESE A Pist yt a S 0, 我 们 有 


***5 Gus 


" f - m+ kamar 


其 中 <xUi= efa + 1)--:(z + r — 1). 
证 T(x 十 1) = +T (x), 故我 们 有 


(bene 


imi ` 
'| bit Kean) II TCoj- rj) 
1I FepDr( Ca + ri) een) 
$21 l 
4 E Ies rS d 
m ril 7] . 
BAR) | 


P-1 


特别 


(Y = ada E valy) = He — aj) 
ECY;) ila 和 var(Y;) ga + 1) 


其 中 e= a t +° + aat E Y, 和 Y, 8592726 E: 


sm 65» 


—cjaj 
ela + 1Y 


定理 2.4.1 说 明 , X! 分布 和 Dirichlet 4g IE E 8 的 关 
系 。 下 面 是 进一步 的 结果 . 


5 2.4.2 B (Zott Zn) ~ Dan mrs mi 


Lola monan EERME m+ tnn = n 
E Y, Y, Íz 2 Ya BH AL 3$ M. x 分 布 , 分 别 有 R97, ** fa H3 EI 
EHE, HH 


HEDZO, 
Pigs, toga, Co dis ta) = Piue Y ti + "°. + Dn) 


1 1 "E 
(is) T r(1-n t in) 
z af 1 : 1.. izt ü 1 ; : 
i Í 2 + ila + T X l (i ") 
证 dE z NCO, xxtvto 与 (1.5.5) 有 相同 的 意 
义 .由 下 面 的 例 2.41, 我 们 有 x vui m 1, ess, m, Mel S 


Y, RI 
qao at^ 
: * |z, 


yxp xm aet 


log jx Pi? z 
: == log ||z=||2 1, + 


iog [xe] log Ihe 


其 中 iam G(,--..1Y. Bie Cla? ll, e, pati i 
二 (Z,,.…,Z。) 独 立 , 故 (2.4.9) 的 第 一 部 分 得 证 ， 注 意 到 


(2.4.9) 


pap 


log jx: P(*/ lx | | 
» 


也 (eartoxzi) = ( 2tir( Ñ s)) j eiresy— 3», ke; dy 


a 66 =< 


ml avril.. 
= za(1,, + iy 1 (+ n), 
则 (2.4.9) 的 第 二 部 分 得 证 ， 0 


利用 Dirichlet 分 布 的 密度 ,我 们 能 得 公 */ xl n 861528; 
度 。 在 定理 2.4.1 的 推论 2 hm = k + 1 f m=: -=n 1 lll] 


我 们 有 OO lxi, -- +, X} /zy ~ Di (1. en c 一 b), 


Oc Kn. 由 此 事实 ,能 够 证 明 〔(| X, / Iul), - --, lX, 1/llÜz 36988 
度 是 


r (+ 8 E k yo 
(2.4.10) jussa -— Z= | , 


£ x, > 0 ,; = PELLE: 
B GXi/Hlell, X, xl) 的 密度 是 zx? 十 -十 zc 


2.4.11 ] 一 zi E el. 
reo) s 2 


我 们 能 够 抬 (2.4.4) 推 广 杀 更 一 般 的 情形 。 对 任何 非 负 可 测 函 
数 Ce), ix 


CENE TE dcc. (X -ff us) 
其 中 B( Sas yen (nose Ot m Ore E, uQ 
引 理 2.4.3 对 “> 0,/7 1,---,m, RITE 
(2413) fe È 2 PILLS ecl fla -sce), 
证 由 = pr 关于 原点 的 对 称 性 ,我 们 有 l 


I- Eh o PLLM ) 
~ ej E (X fonus, 


GL Less imi imi 


`x 67 < 


Wo — zhbi = 1,'"…,m。 其 雅 可 比 行列 式 是 [B 2) . Ë 
此 ,我 们 有 | 
1 一 | (x«i sp = Ila ea 0 


AEC Sa iest | 
引 理 2.4.4 
(2.4.14) ffla san) = Bpl sin > 2! 
« i=] 


证 在 (2.4.12) 中 作 变 换 
ed i=1, ,m—1, 
ya = 
并 注意 到 其 雅 可 比 行 列 式 为 1， 则 我 们 有 


f m—1 — m 
Je 人 flci， T as) ka. K. > < > 2 » now) 
其 中 | 
p= Joel >i = TEES "<J. 


AGES w—yly.i-—1seam—dliy-—y. AIET 
比 行列 式 是 y"7. Sik 


了 ef aa sam) = 而 - ^ = = n) i . " u2i dw, ) 


. roy Euy, 
0 n 


引 理 得 证 。 D 
下 面 是 上 述 引 悍 的 一 些 应 用 。 


例 2.4.1 在 (2.4.13) 中 取 e 一方;f 一 1,…sm, 我 人 有 


(2.4.15) HÈ snnt 


+ 68 * 


Em [~ 
"- Zu yit (y)dy 


= r(t m) n(ni s) 
这 个 公式 很 有 用 。 例 如 ,在 (2.4.15) 中 置 


T Bey, =< x, 
tO) = l. ) Md 


0, y > x, 
则 我 们 有 


(2a) dm, - bein da dR 
zt 
D 
ete 
- (4^ r(+ m) Í (25) ee hy yta-iqy 
2 ° 
= 2-in r( 2 f: yła- idy, 
2 0 


-这 意味 着 , 若 x ~ Ns。《0,1。), EJ xx 的 分 布 由 上 式 , 即 自 由 
度 为 亚 的 好 分 布 给 出 。 
例 24.2 在 (2.4.15) 中 置 pe 
JORESR a ode uE 
则 我 们 得 到 半径 为 a 的 产 维 球 的 体积 , 即 
(2.4.16) | sd Gobr( 


1 
st <a 


-) 『 = 
yn 
0 


ED " 


一 (a)i Ic (m + 2) g” = armia i 


我 们 能 够 把 (2.4.15 ) 推 广 到 多 元 的 情形 ， 
8128 2.4.5 ”对 每 个 非 负 可 测 函 数 f, 我 们 有 


(2.4.17) Í. ` -f (2 Sis tts Š- i ng 
"m iei ixi Pmic] 


Rx x R 


ESOS us Xil dg, ) 
II r") 


1 
2 
2 
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25 球 对 称 分 布 


多 元 正 态 分 布 一 直 是 多 元 分 析 中 论述 的 中 心 课题 。 而 绕 计 学 
家 却 总 是 试图 把 多 元 分 析 推 广 到 更 一 般 的 情形 。 最 近 ， 许 多 学 者 
对 一 类 分 布 十 分 感 兴趣 。 这 种 分 布 的 密度 等 沿线 只 有 与 正 态 分 布 
一 样 的 椭 球 的 形状 ,并 且 包 含 长 尾 和 短 尾 分 布 ( 相 对 于 正 态 分 布 ). 
这 就 是 所 谓 的 梢 球 等 高 分 布 族 ; 或 简称 衫 球 分 布 族 。 

EX 2.5.1 若 # 维 随机 向 量 * 的 特征 落 数 有 exp( a4) 
pX 的 形式 ,其 中 uin X 1,3;n X n E E20, WRIA x 
遵从 具有 参数 ay, 3 和 史 的 字 球 等 高 分 布 ， 并 记 为 x — EC, 
2,0). "Hal: 1504) X-—1, 时, ECC, 1,, PRA PR HR 
分 布 , 记 为 S.C). | 

这 一 节 讨 论 奈 对 称 分 布 族 ,下 一 节 讨 论 顶 球 分 布 族 。 


25.1 均匀 分 布 及 其 随机 表示 


设 x” 表 未 R* 中 单位 球 上 均匀 分 布 的 随机 向量, 我 们 将 证 明 
xm 遵从 球 对 称 分 布 。 为 此 ,我 们 需要 如 下 引 埋 : 

引 理 2.5.1 iZ gC*) 是 非 负 Borel AREH s=(a - a y== 
0, jll 


Ier tT € n 
sa) | | «xs gs eme 
2 
一 y)he7?qy, 
证 ATE» X a EZE, 5 1; 29(a;/ lal, * * a, lal), 
并 作 变 换 y — Tx. WW yy — wx — ct, y = ax/jal, RIER 
T SCOTI) = 1, 因 为 我 们 能 够 交换 除 第 一 行 的 其 他 行 。 莹 虑 x ， 
“Nel Pl Yo ys 是 独立 的 变量 。 因此 ， (Ce — xj 
m ae =m z )* R 
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lay, 1 “yj 
OEN B Xu) 


Ita 一 tuni x, ttt dy: T haa] s 
TM . . 

TSR ka facia Xi Xa Nt sion m ETE 
-— fh, 1an/ x, Aree [ES EEE 
一 yali, 


利 月 |T] 一 1。 所 以 


| gCa'x) ace fece x)/l|z.,]dx,- dz, 


3.8 “r= 
w—1 
~ 2 |”. caly) me — 
yel ee Ve 一 一 
= zef alas 
s—2 i š 
x | Aa. 
yhee«» «eil V Ce! — y.) — yi — — Yri 
D M 
— 2c | ko-» d 
LR IS 9 &llaly.dy, 
2c5 3-0 " ias 
“o s(jla||y)( at — y)dy 
rCCn — 1)/2) ( 


定理 2.8.1 "BERE RE 
(2.5.2) Q, D) | 

NM! OPNS leno ced 

= f exp( i |t|] cos 2)sin 940/ B (ic un ): 
AI, PAARIGA. 

证 设 S, 表示 Rsrh iñ r RRR. MAA 2.9 有 

$, = 22""7T(n]2), 
由 引 理 2.5.1, 我 们 有 
$I = c e" ds 
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_ 1 | 2450-5 
S, T((n — 1/2) 
I(nj2 ENT iis-i 
(4 < = cos0) 
= ¿TG P | ei eod sig r 2848, 
xr {n — 15/2)7o 
因而 定理 得 证 . 0 
id 
(2.5.3) $9, — (62161 + c + 5) 是 特征 函数 }， 
则 我 们 容易 看 到 


f enie] — Diod 
-1 


(2.5.4) O BDO, DP ee 
2 
(25.5, P, Pa 


n=l 


练习 2.11 表明 Pay 是 b. n = l,üg EP. 
338 25.2 E 6(0€6, 当 且 仅 当 


(2.5.6) ec = [`o Grape), 


其 中 2x(') 如 定理 2.5.1 中 所 定义 且 FC.) 是 [0,00) 上 的 累积 分 
布 函数 。 
证 设 AED, HJ gG, tO = (tz?) ERA RER 
分 布 函数 GCy) 的 某 一 随机 向 量 y DAVE E PRÉC LER es tor) 
是 ncen 的 对 称 函 数 。 对 每 个 满足 lz 一 1 的 +, 我 们 有 
SC) 

n 1 

$G) = +Í 


gelr, -<+ izler )ds 
8:1 x 4 . 


z s 286 o 


z ki PRU enims jac o» 


. 72 e 


= | OPIO, 
E 
JO LENT 
则 F(,) 是 [0,co) 上 的 累积 分 布 函 煞 县 
eG) = | oG»aFGO. 


We C DBEXOS Q.5.6) BE SH A BEBLAE EE R ~ Fla) y 
独立 。 则 Ra 的 特征 函数 是 | 


E(eirge( 8) -a N E(eiia^t)d F(r) 


~ [ODECA = l), 


READE Re ARERR e(:2€0,. 

如 上 的 两 个 定理 属于 Schoenberg (1938), 下 后 的 两 个 重要 
的 推论 是 定理 2.5.2 的 结果 。 . 

推论 1 ik x 1 的 随机 向 量 x RERNE) B. $ € 
pr Mü £ 有 随机 表示 


(2.5.7) z = Ru, 
其 中 R ~ F(x) 与 如 的 关系 有 如 (2.5.6) 且 与 wj. 

Wk O(n) 表示 n X # 的 正 交 阵 类 ， . 

推论 2 = x 1 的 随机 向 量 x ~ Su) 当 且 仅 当 对 每 个 Te 
O(n) 有 


(2.5.8) z Pse, mE 

证 dE < < 5,090. x 的 特征 函数 是 prt) = eb RE 
$€9,, Bib, rx 的 特征 函数 是 (TU 一 61), WAR 
《2.5.8) 得 证 。 

设 (2.5.8) 对 任何 P€O(n) Ear. x 的 特征 函数 对 任何 T e 
OCn) 满 足 PO = pT) BELL EHE 1.7.1 和 例 1.7.1, 6(*2 必 
定 有 形式 DRR pEOn Gü 
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现在 ,我 们 可 把 上 述 结果 总 结 如 下 : 

定理 25.3 ib x n x 1 的 随机 向 量 。 则 下 殉 的 陈述 是 等 
价 的 ; 
(D x 的 特征 函数 有 形式 eC, Hi ç gs 


(2) x 有 随机 表示 x Ré" Koh R IB 0 5 KORN, 
(3) 对 任何 Fe OH x D Tx. 
推论 1 š z Rx" ~ $(2)B. PCa m 0) — 0, 则 


(25.9) lz] = R, a/is uem, 
且 它 们 是 独立 的 . 
证 因 P(z = 0) = P(R — 0) — 0,0 (x) 一 (xz 六 和 
hla) = a/v xe. M] 
| la [^ MM _ b | 
zj xli ho» fC Re") t 
故 推论 得 证 。0 | 
从 现在 起 ,车 x Sp) 且 Plz 一 0) 一 0， 则 记 为 z~ 
Si CA). 


rilal 的 分 布 与 S 类 的 任何 元 素 无 关 。 特别 , RNI 
aiiz r~ N,(0,1.)。 这 个 事实 很 重 又 ,我 们 将 多 次 用 到 它 。 首 


先 ,我 们 有 如 下 结果 ， 
推 沦 2 
(2.5.10) 4G) m0, (y) o lr, 


证 设 * ~ 入,(0,1.)， 由 推论 1 我 人 有 + — lalu, Xu 
lel 与 s hyr, RA, Melt Xt. Rr GO = 0, Elzl > 
o Ellsl! —2 和 2G) 一 1,。 推论 得 证 , 

记 s" — (CPEE Drs E (utt Luc) -— l, d uo 没有 
密度 ,但 < 的 所 有 的 边缘 分 布 有 密度 ， 由 《2.4.11) hs 
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的 边缘 密度 是 


RS | a-n 
(2.5.11) us el — » 4 > 


/I 4 
r (Lo OO) 


£ 
` >l a < 1, 
1 


推论 3 把 ow" ADS mA BASED at Qus OY, 
分 别 有 fis” ta Hu 个 z 的 分 量 。 Wil 


dua 
:| 
d a 


- PH f 
其 中 d; m0.P— 10,7, mi(di,-- dh) ~ DA T motn.) 


LU 
: d 


(2.5.12) 


MG) 


En, ^ -Han DAL 385 ` tm 是 独立 的 且 uy we gr, j- l,. 
WE 令 x~ 和 NC0,1,) 如 (2.4.5) 式 那样 分 割 。 由 推论 1, 我 们 有 
ua] , Exfl a sten 


== 


Ma) x /ll Ed dA 
设 dj [xl lal ui m 1. om. TRC tdn) 满足 所 需要 
的 条 件 《 见 定理 2.4.1 fo 2). RREME, 我 们 有 sm 


x? Lx bi ut, j- 1,--*,, Bi {rP j = 1,- Vm) 独立 和 
lach 与 aO PR ERUSESE, Hie UE. D 
现在 我 们 变 证 明 由 ec O, 和 F 的 关系 (2.5.6) 是 一 对 一 的 ，。 
定理 2.5.4 由 Egk 当 且 仅 当 中 连续 且 
(2.5.13) GC )nG(O Xs, sz 


是 一 个 非 负 随机 变量 的 Laplace REH 中 由 (2.5.67 给 定时 , 它 ' 
的 分 布 函数 是 FQ ， )， 其 中 a 表示 自由 度 是 kl < £ < co, 
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的 x su. 

证 由 于 N,(0, D) 是 Shp) E plu) — exp(—u/2), i 
《2.5.6) 产 生 恒 等 式 
(2.5.14) exp( — u2) = | eiglton com, «zx, 
其 中 gi 是 二 次 型 R'-— xx gERCLOS9)H x-—NiG,n). 
当 pE dg Bi, 52.5.6) 和 (2.5.14) 直接 推出 (2.5.13) 是 R: 的 
Laplace 变换 ,其 中 刃 有 宗 积 分 布 函 数 F. BZ. (25.13 R R 
的 Laplace 变换 以 及 由 是 连续 的 。 设 f 是 RR 的 累积 分 布 函数 且 
ó € 6, 是 由 (2.5.6) 定 义 的 玛 数 。 由 证 明 的 第 一 部 分 ,我 们 有 

[ ese (46 = | Condo, s >0 
并 且 由 于 ea (o) — crite —9/2)( I, 2.4 H 2.4.1), 8k La- 

place 变换 的 唯一 性 推出 d. 6. D 

这 个 定理 来 由 Cambians, Huang 和 Simons(1981). EXE, 

ur g 

利用 运算 = 321888 DBEEH 6 55 FARRE- xf — B9 (Hl, Z& 2] 
2.13), 

2: PONEO EA miman A eco. 因由 和 
F 892€ 3& (2.5.6 )JE— Ó8 —R3 , CERTE IT UP fa PRSE Fe 和 FG. 
使 得 l 

"S [oy Cay, 
Ei 
$G) 一 | o Gar G0. 

F, 5n 卫 。 的 精确 的 关系 由 如 下 推论 得 到 . 

推论 OR. M R, 分别 有 累积 分 布 函数 F, 和 Fos UH 

a 
R, ET Rabja ki e» 其 中 bau lm = 0 和 P aedem BU m, 
LO 一 m) )5 R, tar. 


EE 
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证 UR z — (zü, Y — SCAR <; m x< 1, JU a 

BREER oC), 其 中 62; m x 1。 男 一 方面 ， 由 定理 
d 

2.5.3 的 推论 3, 我们 有 x 一 Rawt”"。 故 推论 得 证 .1 

中 和 RCR R。) 的 如 上 的 关系 能 够 写作 ó € pR, 

a 

F,) 和 $€ d, R, Em Rabim tin- ER, Fa). 能 够 证 明 R。 在 
《0.cc) 和 下 有 密度 函数 


1 ` 
2x77 > z 
(2515) fa) = 一 -一 ds zt) |y Wee 


Gar eco 
— EUR cr), 
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d: r~ Sp), 则 -一 般 地 说 * 不 一 定 有 密度 。 由 定理 2.5.3 容 
AESA rA, WEHR- EARR f{: ) 必 定 有 f(x x) 的 
形式 ， 这 于 ,由 (2.4.15 ) 我 们 有 

1 = | f(x x)dx = | yi" 1f Cy) dy. 
r(4 n i 
2 

ER, Ba f C ) 能 用 来 定义 一 个 球 对 称 分 布 的 密度 cfc 54 RIN. 
当 » 
(2.5.16) | yii dy < co, 

此 时 , 若 * 的 密度 存在 ， 则 我 们 将 用 x ~ 5,Ccf) 代替 x — 
ACDA 

X438 2.55 Vb &-— R ~ S(p) 则 * 有 密度 当 且 仅 当 
RERE gC). ŽE FOAI gk:) 的 关系 为 
(2.5.17) gr) 一 EL rn, 
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证 设 > 有 密度 f(x x). & RCO) 是 任 一 非 负 Borel 函数 。 
利用 (2.4.15), 我 们 有 


ELACR)] = (Cx EC x)ds 
EC UN QUE A 
a )72 f(y)dy 《 令 y7) 
2 hd 
= 2a” [arrei Car 
i ° i 
(1n) 


这 就 证 明了 RR 有 形 为 (2.5.17) 的 密度 C) XE BU AR. D 


定理 2.5.6 dr ^ Ru™ ~ Sç(2), W z 的 所 有 的 边缘 分 布 
都 有 密度 ， 特 别 ,X1,-…,X4(1 =< k < n) 的 边缘 密度 是 


r(+an) : "TS 
(2.5.18) Fe opm say pn Ñ 2 


t fos 
SDa) FO, 
i LI 


其 中 F(r)E R S EURA LG PR, 
证 第 一 个 结论 显然 。 我 们 只 证 明 (2.5.1380, H (2.5.11) 
Xi X, 的 累积 分 布 函数 是 


1 > 


Hosen. 其 他 


. 78. * 


分 别 对 i 微分 上 式 , 则 (2.5.18) 得 证 。 0 
E x ~ 3,《$) 有 密度 , 则 存在 所 有 的 边 绿 密度 。 以 gaCxi + 
的 密度 ， 则 对 mm 二 3 


Bai u)-— Í | Ealt + rl, + xlix, dx, 


= E rgo! + r')drdó = 2x |. ye, y dy. 
自如 上 的 公式 ,我 们 立即 得 到 以 下 的 结论 ; 

《1) 若 xz~S) 有 密度 ， 则 维 数 八 于 或 等 于 = 一 2 的 边缘 
密度 是 连续 的 且 维 数 小 于 或 等 于 ”一 4 的 边 绿 密度 是 可 微 的 (这 
两 种 情况 可 能 要 把 原点 除外 )。 

(2) HF u 兰 3 的 一 元 边缘 密度 在 (一 c0,0) 上 非 减 而 在 《0， 
c). EE, | 

(3) 对 十 l1«omsn—1,R0VH 
(2.5.19) Eaux) = —(lín)E,(Q), Xj ae. z > 0, 

(4) 若 只 知道 一 元 边缘 密度 , 则 方程 (2.5.19 ?使 我 们 能 够 构造 

本 节 内 容 来 自 Keller(1970) 和 Cambanis Huang 和 Simons 
(1981), 


25.3 Ø, 类 


Oo 类 由 (2.5.5) 式 定义 。 类 似 于 定理 ?.5.2， 我们 有 如 下 定 
E: 


定理 2.5.7 ”函数 ¿é< p, uH 
(2.5.20) diam | ear C), 
其 中 OFQECO,00) ERS ZU TR PRA, 
证 车 上 = 是 lyen 的 一 个 排列 , 则 把 KxX， x OX, 
e, X28. RAB EE LUE 0 HE — 4 e LER URRREXRPE SOR 
(Ku... KX. E (X... Xu). BU REPE X。 是 可 交换 的 ,并 
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县 de Finetti 定理 (Feller，1971， 第 七 章 , 第 4 节 及 其 所 列 的 参 
考 文献 ) 表 有 明 , 存 在 事件 的 c 域 多 ,在 多 F, Xan = d, 
且 有 相同 的 分 布 函数 F。 我 们 有 

(2.5.21) o) 一 人 dR) — EC S7), a = 1,251, 


因此 , 由 是 一 个 随机 的 .多 RTI E Spa 2k E. 
(25.22)  e(—)-—29(5,10G)| < 1,0(0) — 1, 
REHE SEHOR ER t> za A 


(2523) E low; > ,x,)| >} 一 II e), 
因此 
(25.24) oi + e n) m rÍeo(; Dx, y 


-E ür eG). 


球 对 称 性 蕴涵 (2.5.24) 的 左边 ,因而 还 有 右边 , 只 依赖 于 dee 
^il. WERL 4 和 p， 令 r-— Ge + 69)? BH (2.5.22) 和 
《2.5.24) 计 算 , 我 们 有 
Ello G) — 6GOo(0] 
— E[l6 C) — 06000201 0(—0 — 9(—2)9(—9))1 
EO OE — E(6)9(—4)0(—2)) 
— E(o(»o(2o(—)) I 
+ E(6600(7)0(—9)0(—2)). 
后 本 项 形 如 (2.5.24) 的 右边 ,并 且 由 于 à = G + 六壬 ,我 们 有 
E(o(09(—)i = p2) 
Elo(00(—w)e0(—v)) = pC + à v) ple) 
E(oG09(2)0(—1)) = ó(£ + @ P) - pR) 
 E(o(4)o(v)0(—u)9(—v)) = B21 + 29) = pP), 
AMERRE 
E{I OC) — oluo) — 0 
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或 
DU) = puel), 
其 概率 为 1， 因 此, o AREE 1 EERDE 
oi + e) — oG00() 
对 所 有 有 理 的 和“*， 因 而 由 连续 性 也 对 记 有 实 的 «和 v。 因 
lt (Feller, 1971 第 三 章 第 4 节 ) 对 基 一 个 复数 4 有 60) = 
exp( 一 士 4 并且 (2.5.22) 表 明 a I ik 


因为 4 一 一 2log 4$(1), 收 4 是 多 可 测 的 随机 人 变量 且 对 任何 
一 个 随机 变量 Z( 见 Lošve(1960), p. 350) 
E(Z| 4) = E(ECZ|I Z )|A} 


令 
Z 一 ew(i 2 223" 
并 利用 C2.5.23), 我 们 有 
E [ep(i >; sX.) 4 | _ (H 4) 


_ II 党 - exp( — 4 $ ) 
因此 ,在 4 的 条 件 下 ,X, 是 独立 的 并 且 有 分 布 NO, D. i FCD 
JE ABS CEU AERA, MH 


Eie; 2n, } 一 [ sp-a > jr», 
这 就 证 明了 F.C) = F( ). Ü 
定理 2.5.7 首先 为 Schoenherg(1938) 所 证 明 。 这 里 的 证 明 
是 由 Kingman(1972) 给 出 的 。 


推论 1 r~ SLE) e € p— HB 


; d 
(2.5.25) x= Rz, 


其 中 z ~ NQ(0,1,) 与 之 0 独立。 这 意味 着 * 892) 5E — ERE 
SPARA, F r HEE MEREKA 


» Bl 


(2.5.26) | ea le) d4F,(r>s 


显然 ,关于 p. 的 许多 结果 民 对 0,,» < co 的 结果 更 容易 得 
到 。 这 就 是 为 什么 许多 结论 首先 在 _@。 中 建立 的 原因 。 
2.5.4 ”不 变 分 布 

设 zx 一 (Xi X 是 随机 向 量 。 令 


"n 
Z= Lx, = Lir, 
75 


nici 


$-—4 Tx; — Xy 一 ED 
2 — 


n— ] Z= 


fü 
p= I — 1, 
# 


其 中 t, 一 《1 1)。 在 一 元 分 析 中 有 一 些 非 常 有 用 的 统计 量 . 
例如 


(2.5.27) PES 
$ 
和 
= 2 Cur 
(2.5.28) F 26 


其 中 C， 和 6: 是 投影 矩阵 , 秩 分 别 为 tk(C 一 和 rk(C,) = 
&,H. CC: 一 0， 我 们 有 一 个 熟知 的 事实 ,: ~t fü F < F(r, ` 
,如 果 x N.C0,1,), 其 中 s, 表示 自由 度 为 > 的 上 分 布 ,FKr。 
太 ) 表 示 自 由 度 为 > 和 大 的 了 分 布 .现在 我 们 要 证 明 , 当 > ~ Sile) 
时 ,这 个 结论 是 正确 的 。 事 实 上 , 设 1(') 定 义 为 
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则 


Rn 
7» 


u — 
r= f(x) = fK(Run)— V n — i 
* gm py y 
5—1 
1 工 9) 


— n7 E . 


ccs nr py y 


^3 


Jes R 325, AERD NQO,.1,) Slp KB plu) 一 
exp( —u/2), MOM EDR (520401, : 与 正 态 情况 一 样 有 相同 的 分 
du 1。 类 似 地 ,了 在 类 {5:($)} 中 有 相同 的 分 布 FC(r,R)。 一 般 
地 ,我 们 有 如 下 的 定理 。 . 

定理 25.8 当 x~ Su) 叶 ， 统 计量 s(x) 保持 相同 的 分 布 
in 


(25.29) ar) “Z GO XH a> ORA z < SIC, 
证 EE + Ra R ~ PCr ) 与 wen B 


E(c*9) = p(eietmtm) 一 f E(eirm ^| R = p)dF(r) 
0,x? 


-- | E(eingg(,) d ECH), 
Oroa? 


此 式 与 尽 ( 或 允 ) 无 关 。 D i 

更 一 般 地 , 若 x ~ ECC aZ, 40 FER EZ 0 RPC = 0— 
0, 则 我 们 有 如 下 推论 ， 

推论 ! 设 0。CR" 且 给 定 0,, 其 中 06 8。,1,€ 9,,3t B. 49 是 
n X # 正 定 阵 的 子 集 使 得 4€ 9, 蕴涵 对 每 个 a 之 0 有 AER. 
则 :Ko 在 x ~ EC, a, Esp), (ps2)E Q, X OQ, H P(z — z) 
一 0, 的 类 中 保持 诅 同 的 分 布 ,如 朵 以 下 的 条 件 成 立 : 


(2.5.30) KE Ca — a) (a), EHI (a, 22€ Q, x 9, 和 每 
个 类 中 的 <. 
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证 在 (2.5.30) 中 令 3 一 W c r。 就 得 到 (2.5.29)。 因 此 结论 
得 证 。 N 


26 Wik ES AB 


c b— Wr, RE SH ASPKOSMS AD REX. BRTIEIX— 
TeXeERETLIBSPEJR. RARS, éd Er gir do kk IR 


2.6.i 随机 表示 


定理 2.6.1 对 每 个 =e € R'Ri X270, 其 中 rk3 — k, 一 元 
HIXX oC ”) 能 够 用 来 定义 一 个 椭 球 等 高 分 布 的 ECC RE) 当 


n 0 
证 odi, seweni 一 小 则 必要 性 得 


HE, 
设 6€d, X TEXISSEB) PI Z Z0, rkE — k, FER X 
n E .4 使 得 44 X, A x E. k X 1 随机 向 量 , 其 特征 函数 为 
plr), ES y= + Á x. V Y 的 特征 函数 是 
ela (r A AD) = ell pr Xt), Ü 
推论 1 r~ ECC Esp) rk — k 当 且 仅 当 


(2.6.1) x z # + RA, 
EHR >05 sP mor, Re— ó é o, H AR k x n EEES 
A 4= x. 

证 充分 性 可 由 定理 2.6.1 的 证 明 中 得 到 。 现 证 必要 性 ， 设 x 
~ ECCE, p) rki =k, PE x 的 特征 函数 是 eplir ue Er). 
由 于 推论 中 定义 的 & 十 R444 的 特征 函数 与 * 的 特征 前 数 相同 ， 
故 结论 得 证 , 0 : 

推论 2 iZ r= x+ RAS EC, u, Esp), &rB rk>= k. W 
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(2.6.2) Qs) = (x — &YZ (s — n) S Rt, 
其 中 X 是 了 的 一 个 广义 逆 ( 风 1,3 18). 
证 ”由 (2.6.1) 


QGO Z Ru ACA AY 一 Ru tb — R, 

因为 ALAYA ERR k BES EBE. D 

SERAI, JEER IRAE. EET TA 
数 表 示 在 本 质 上 是 唯一 的 ,只 柱 差 一 些 显然 的 常数 。 

定理 26.2 设 x 是 非 退 化 的 . 

G) Zi x^ EC,Cp,Z,Ó6)I x — EC,CA* zt 由 *) 则 存在 
c > 0 使 得 
(2.6.3) nu* = g,X* = cZ,0*(,) m ple). 


Gi) X ré p + RAO Z. ut Raw RB rmt, 
则 存在 ¢ > 0 使 得 


(2.6.5) pt p, A* 4* = cA A, R* eBRb ma rena, 
其 中 $ aeta 220 RE H 如 ir-rty2 B(r*[2, (r 一 
rD Æ r> r*;b mo-nt =] É r = r* 
证 G) 因 * 一 和 x 一 pg* 关 于 0 对称 ， 则 我 们 有 


x 一 Po g) Lla- u7) —(x— p*) 


Ep p*) + (z — u*) — x — Qu* — n), 
这 蕴涵 "m u, BE = (s; ),Z* — (o2) 和 n = (n). HIT 
x 是 非 退 化 的 , 政 它 的 一 个 分 量 Xi 是 非 退 化 的 ,并 且 X; — pg; 的 
特征 通 数 为 eo) 一 (aaze R!, 其 中 sy, af > 0,88 
得 到 pCO) (070, 0 一 o 呈 /fon。 B| x — = 5 ## tE bB EROS 
PCE) = $*('X*i) = pe BN) 1E R°, lM 在 , 若 3* >= cX, 
则 对 某 ne R*, 我 们 有 P= nEn A hE n = b :— ur. Ml 
我 们 得 到 plaw) 一 pC), MEE, RIEA 由 (2) 一 
isis 


é(0) = 1,4€ R, Xx z SERACIEUB. Mibi z*- x, U 
(ii》 由 假设 ,我 们 有 x~ EC, A A A, pin z~ EC. n*, 
A* A* S) IRU EGGS. nt = n, AYA” = cA A. p*(.) —= 
PCT) Bijb,4 R, = R, R, 一 c-i R*,x 一 4A, 则 我 们 有 
x — p ER LES EC,(0,£2,0), p € D, 


x — y = RTIA Y unm sd EC,CO,X,0), 中 € Or. | 
当 r* < r 对 ,由 定 下 2.5.4 的 推论 并 令 m = r*, n= r, 我们 有 


R? a Rb masc ty 因此 R* EM e 3 Rb mort, 当 ft u y 时 ， 
EE d ! d 3 
$ BSF ZARRA Ro 一 R,, WjibR*-—c3R. Ü, 


2.62 组 合 与 边缘 分 布 

定理 2.0.8. VE x — EC,(n,2Z 4), rkX = k, Boo n X m ËJ 
EH v29mx1BgE, AH 
(2.6.5) T+ Br— EC (B i +Y,B EB, ġ), 

证 dT I 

y + B'x (B'u +Y) + RCABY tb. 

故 定 理 得 证 。 U 

Ff x, 此 各 了 分 块 为 


Ea wD Zu Em 
(2.6.6) x= =| | 和 z=- 
xa a Zn Xn 


其 中 Dim X 1,4590. mox 130 Zi:m X mw， 类 似 于 多 元 正 态 分 
TR 7E , PAL TRE AS RUN ER SE ADRAR fa, 

推论 1 i r~ EC a, Ep), Bx EC.(AU7,Zu.0) 
和 x? EC, a uP Eme) 


2.6.3 4 
# r~ N, CB, X), iE 23 5 41408, 40) - # 和 


£ (x) = EZ. (EWERSEES A WEE, WA ETE, 假设 x ~ 
EC, a, Esp). 由 (2.6.1) 我 们 能 证 明 , 4G. CD GO MERE, 
仅 当 BE(R) < (ECR) < co). 


定理 26.4 设 r~ EC,(p,3,$) 和 ECR') < co, Hi 
(2.6.7) El) - u 和 x) = (ERUrkX)5E, 


证 4 ¿= kx. WRIA z = a + RA BERH2..3 
的 推论 2, 我 们 看 到 
f(x) — u + RAEE) = = 
和 
£u (<) — (RAW) — ER! « AZ u YYA 


= ER. i44 - ns A 


WÜ ESTE, D 

这 里 , z 的 协 方 差 阵 与 成 比例 ,但 一 般 不 一 定 等 于 X. 

利用 $8 对 和 矩 的 男 一 种 刘 曾 和 琢 示 如 下 : 

定理 2.6.5 设 x ~ EC,《(z,3,$) 是 非 退 化 的 。 则 

(a) T(x) — z; 

(b) T(x) 一 pp —24'()02 和 (x) — —29'(0)2 

(c) FG — Qe Bu — 2400 )[ e@2 + XO 

+ vec(X)z 1, 

若 它们 存在 ,其 中 P G), = 1,2,-. .  fECG2.2.185rh E XL B" vec" 
算 子 在 1.4 节 中 定义 。 

证 利用 (2.2.20), 由 直接 计算 ,定理 得 证 。 例 如 , 设 6.00 
exp(ir uo Er) x 的 特征 函数 ， 则 


200). — iei" ^ar Er)p + 2e ^e UENEN 


n 一 F . 86.) 


= y 
好 = i 
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Oe, 0 一 Pe ASD pp + 4e“ p (r 5: [Z Q E] 
ft 
+ 2ie rp (rT ExO[DAaQuE + u QE iS], 
和 


Ea O $,C)1 mre , a2 i 
nG) = — p duum $(0)z. 


Fa(x) 的 计算 留 给 读者 去 完成 。 QD 
E: £ EC. Ca, E, 028090) EE Zn 存在 时 ， jg: > ë fE È, 
有 特殊 的 意义 .3 X 4 B DL 0205158 娟 使 得 一 24(0) — 1. 


264 条 件 分 布 

Ek z JE n Xx 1 随机 向 量 且 xz — Ct, zy ,其 中 xz X 1, 
O0<m<n 我 们 来 考虑 给 定 1 一 zh xU Sg. 

定理 2.6.6 设 r= Ru ~ Shp) WAR r? 一 xi 时 un 


(268) 《ee — aP) ECL, Lus gaa) 
其 随机 表示 为 
(2.6.9) (xz 一 9) E RC jP Pw", 


其 中 对 每 个 到 > 0, RCR e 狂 立 ,并且 
(2610) ROIA Z CCR: — lP a2 一 x), 
HR pa EHC2.5.60 E, HIE & = m B P 1H. RC 的 分 布 代替 ， 
证 BEH 2.5.3 的 推论 3 我 们 有 
; xP 9) | Ru] I 
其 中 R, aR di), 4 和 wt dor, a aq i= 1 BR A~ 


B (i m,- (n = m) ). 当 Rd U — zh, ADAR Rd, 一 


(R: 一 x63， 因此 《2.6.10) 和 (2.6.9) 得 证 。 如 (2.6.10) 所 定义 ， 
RC PROB LIaPU EBUP <2 4 ou? 一 0 时 是 显然 的 ;而 当 
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xp 0 时 ,上 述 事 实 可 由 下 式 淮 出 : 


((R: — APDE ~ 45) £ (CR: hP Rau m — d) 


S R: — fap Rd; — aP) 
因为 x 与 R 和 4 独立。 因此 ,由 下 式 


d 
(x| x 一 xY tit (Rd,u' 7| "o 2) 


=R: — peP P? — 9) 
T EC,(0,1,, un 22. 0 
(2.6.8) 得 证 ， D 
为 得 到 Re 的 分 布 ,我 们 需要 如 下 引 理 ,其 证 明 是 直接 的 , 故 
略 去 。 
引 理 2.6.1 设 非 负 随机 变量 R 和 5 独立 , RARR dn ERR 
P B S 绝对 连续 ,具有 密度 z. M| T 一 R$ 有 一 个 大 小 为 F(0) 
的 原子 ， 如 果 F(0) > 0。 它 在 (0,co) 上 绝对 连续 且 具 有 如 下 式 
给 定 的 密度 A, 
Ko-| r 'eGIr)4FGr), 


给 定 T 一 + 时 RR 的 一 个 规则 条 件 分 布 表述 如 下 : 
P(R < olT = :) 


0 M p< 0; 
一 41 当 :一 0 H0 H a) = 0, p 20; 
cda r 8G/r234F(r) 3 z > 0 B.A(2 # 0, o > 0, 


推论 1 利用 定理 2.6.6 的 记号 ,我 们 有 
R; = 0,45. 当 4 二 0 或 F(a) 一 1 时 
: | 2 (r - at)" M 0G724 Br) 
(2611) P(R,;«p)— ete te 
(r? ES q!)mA tr 794 BC.) 


J Gg, oo? 
XPPoez0,ac05) F(a) < 1, 285562 UL, in RS 一 R) 


证 FH Rs 的 定义 ， 我 们 有 

则 
P(R, x p) — P(R < Va: + p| Ra, — a), 
在 引 坦 2.6.4] 中 令 T — "ixl, R = Ri S = z, HFEA di 
B((» 一 m)/2,m[2) 和 
= AT(m/2)I((n — m)/2) LL oDSyma-i,. »-1 
£C) —— T(G) a z) z , 
0 < —<1, 

其 中 OE d, 的 密度 , 则 由 引 理 2.6.1, 我 们 有 (2.6.11)。. Ú 

公式 (2.6.11) 表 明 ，&e BORRAR Fo 如 何 由 FCS m,a 
和 c) 确 定 。 对 相反 的 情形 ,我们 有 

推论 2 以 Cox RQ.60201)8]894 8E, sed 16 
(2.6.12) 1 — F(r) — c. 


As un (et a) PUE Co), 
r Z a > 0, 
证 对 ?微分 (2.6.11) 的 两 边 , 则 (2.6.12) 得 证 。 呈 
WE, H a >0 时 ,Fe 在 区 间 [aco) 上 确定 了 已 ,只 差 一 个 未 
知 的 因子 C; 20. 当然 ,这 公式 并 未 给 出 在 f0,e) 上 的 了 的 逢 。 
现在 ,我 们 可 以 把 定 将 2.6.6 推广 到 x — EC,(u,Z, 4) Df 
X. 


: 
推论 3 设 reyt RAW? ~ ECKu Ep) EH X 0, 


go uc po Xa 
r = al uoc M 之 一 , 
I x ut Zn En 


xu Pim X baClmXigXNam X m WD 0 < m < s, ji 


令 


á 
(2613) (z@|z@— 49) — xs + Río d utm 
Tw EC ahis Èn. Paa) 
其 中 
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Bu T p 二 py Ea = p”), 

Èu: X4 一 Euf pas 

¿GI = (EP — PY EEP — n9), 

B. Eu: m 4ui4uu HEHEA a >0,Re 与 Mik Aa 
由 (2.6.11) 给 出 。 


Ram (CR: — aGP) z — <, 


HK pa 出 (2.5.6) 给 出 ,其 中 大 一 六 且 了 由 Rw 的 累积 分 布 代 
z. | 
证 设 A A = >, A.A, = En, 4, > 0 和 


(2.6.14) 


i Er Eua 0 I Ü 
X—44— = F'P, 
0 I 0 En Ilza | 
其 中 
An. 0 I 0 | E. 0 | 
F xa — . 
t0 A, M E! I A222, A 


Án yes EC,(O,1,, 0). 我 们 有 


d d d , 
x= uu + Á y-= a + F y 


t Anay? + XSQES Ay 
_ + 
Sa 
和 


(3991090) om (Aay? H EIRAS? + uui + Ay — at) 
= a? + XSXZ IO — a) i 
+ AnP |y — A (a — ui, 
我 们 现在 可 以 看 到 ,此 推论 是 定理 2.6.6 的 一 个 结果 . l 
这 个 推论 可 以 推广 到 了 是 奇异 的 情形 《 见 Cambanis, Huang 
和 Simons 《1981))。 而 且 本 节 的 内 容 来 自 他 们 的 论文 。 


Ay 


2.6.5 密度 
iz sa EC sap) 一 般 地 说 ， x 不 一 定 有 密度 (也 前 一 
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节 )。 现 在 ， 我 们 考虑 两 种 请 形 ; (C) x 有 密度 ; e > 0 #n P 
(x = 0) = 0, 

WA r~ EC (ps2,$) 有 密度 的 必要 条 件 是 rk e s, 这 

时 ,随机 表示 为 . 

x d u + RAW, 
itr 4 RESERE. ik y= (A706 一 上。 则 7 的 特征 函数 是 
PAEA) = 600, 8I y — SC 和) 且 有 密度 。 

在 前 一 节 ,我们 已 经 看 到 , y 的 密度 有 所 7y7 的 形式 。 因 > 一 
十 AY, 故 xz 的 密度 形 如 
(2.6.15) IXI7$f((x — ay Xx — a5), 

且 了 有 密度 (2.5.7)， 

车 * 没有 密度 且 PCR = 0) 一 0 和 3 之 0, 则 常常 作 相同 的 
变换 x= z + Ay, P(y = 0) 一 0,y 有 全 部 边缘 密度 并 且 * 也 
有 全 部 边 绿 密度 。 这 时 ,由 (2.5.18),xcy = (X, 7 一 Bus 
1 =< < n ER pb 一 《et 的 边缘 密度 是 


iM 
(2.6.16) o oji on 
2 
一 rE to TPT MFG), 
其 中 x, 是 了 的 第 一 个 大 阶 主子 式 。 


任何 满足 (2.5.16) 的 函数 KC 能 够 定义 一 个 具有 正规 化 常数 
c。 的 楼 球 等 高 分 布 的 密度 (2.6.15), 鞭 中 


(2.6.17) hen U 


r X r? 


我 们 有 下 列 的 例子 : 

例 2.6.1 对 于 r,s 之 0,2N + n > 2 
(2.6.18) JG = 1 lexp(— ri). 
申 (2.6.17) ,我 们 有 
(2.6.19) €, = oix IDEO TOO PS 2)/ TCCN 


e 92 e 


+ z — 2)/(2:5. 
ZESA EN-I = 1, r = 六 时 的 特例 s = 1 的 情形 


是 Kotz (1975)5| A 39. 

$4 2.6.2 Pearson VII 型 分 布 。 我 们 有 
(2.6.20) FD = dus". N > ni2, 0, 
(2.6.21) e, = (25) ""T(n)/ F(N — n[2). 
这 个 族 包 括 多 元 1 分 布 . 设 y~ N,G(0,X)X2 > 08 S ~ X, # 
独立 的 。 则 * 一 m#y/5 称 为 多 元 :分布 《 见 Johnson 和 Kotz 
《1972))， 这 是 (2.6.20)N = (n + m)/2,5 — mm 时 的 特殊 情形 . 当 
六 一 1 上 时 ,所 对 应 的 分 布 称 为 多 元 Cauchy 分 布 . 

例 26.3 只 "中 单位 球 上 的 均匀 分 布 。 设 x 遵照 R" 中 单位 球 
上 的 均匀 分 布 。 由 例 2.4.2, KREE 


d 

Me 
x 
A 


* 
x?" 


0” , AA. 
显然 ,对 任何 Fe O(n) 有 Te 二 * 肯 在 单位 球 上 的 均匀 分 布 属 


d 
于 椭 球 等 高 分 布 族 。 x 能 够 表示 为 x 一 Rue), HQ547),R-— 
il 的 密度 是 


1 ad 
PL) | rl s n 


is]. 
iii ul) 
gir) r(+ n y* 
0, 其 他 ， 

例 2.6.4 广义 Laplace 分 布 式 Bessel 分 布 取 
(2.6.22) FD = G/BYK j8), a > —n[2,8 > 0, ` 
TE JU (oti Re 
(2.6.23) Cat = 27*9 lien" Co + nf 2). 

这 里 KOORTS ZEER Bessel At, BD 


rU x nr", 2: Q=r < 1, 
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K.(z) 一 Eu AG) — LG) ,largz| < x,a—0,:-1, X2,:--, 
2 sin (az) 
` 1 ; 
HG) 一 2i —— — — A GI2YUS,iz| < co, 
k= RIF + a + 1) 
largz| < x, 


这 公式 在 a 一 pn 时 有 重要 的 意义 ( 见 Laurent (19742). 
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正 态 分 布 是 椭 球 等 高 分 布 族 的 苑 素 ， 本 市 中， 我 们 讨论 不 能 
够 推广 到 椭 球 等 高 分 布 药 一 些 正 态 分 布 的 性 质 。 这 一 节 中 的 主要 
ARKA Keller(1970) 和 Cambams, Huang 和 Simons(1981), 
例如 , 设 x — EC, Cu, E, p) kE = k, BU x 有 正 态 分 布 当 且 仅 当 
QD) = (z — uY E G —=)— 以 ， 因 为 和 PF 之 疗 的 关系 是 一 
对 一 的 。 

定理 2.7.1 iZ ox EC 中)。 则 任何 一 个 边缘 分 布 是 
焉 态 的 当 且 仅 当 * SES. 


xo 


证 设 > -( 上 z+ 有 正 态 分 布 ， 因 r 的 特征 水 数 是 


pri), ER r 5 x 有 相同 的 维 数 ， 故 从 x 的 正 态 性 我 们 有 
plu) == exp《 一 #12)。 因此 ,xz 有 正 态 分 布 。 充 分 性 显然 ( 风 2.3 
4. D 

定理 2.7.2 设 x~ EC.(u,3,0), Hri X = diag(gns- "5 
ouz)。 则 以 下 的 陈述 是 等 价 的 : 

(a) x 是 正 访 分 布 的 ; 

(b) yx 的 分 量 是 独立 的 ; 

(c) X, 和 X; (1 < i < x nod. 

证 (a) = (D =《c) 显 然 。 现 证 (c) = (a), HBR, 我们 
有 


e 94. 


$C; + flog) = olrou jolia) 设 s, = to, k= i, i). 
因此 
plui + nm) = Cu) Ga). 
这 个 方程 叫做 Hamel JE, CAR 6(»)- e.a 是 某 一 常数 
《虽然 plu) 1 是 方程 的 解 ,但 相应 的 分 布 是 奇异 的 )。 因 p(w) 
是 特征 函数 , 故 必定 是 负数 .定理 得 证 . D 
定理 2.7.2 表明 ,x ~ SCA 的 分 量 是 不 相关 的 ， 然 而 除了 正 


yt 


态 情形 外 却 是 相依 的 ， 若 x -( pessorts. 则 在 给 定 x 


a» 
RF, cO] 4F2y 46458 JEGE S 的 卫 定 理 2.6.4 的 推论 3 中 的 函数 
ph 有 形式 $,u0 = exp( 一 cw/2)， 其 中 6 2 0 与 + 人 3 无 关 ， 
中 ges 不 依赖 x 人 3 的 事实 刻 划 了 正 态 性 ， 
/ x 


定理 2.7.3 设 一 | )- sec Š, $), 其 中 £0 且 


N xo 


m X 1,0 < m < n, W $ ov t x0 ISP BLDUS x 
是 正 态 分 布 。 . 
证 ”我们 只 证 必要 性 。 由 引 理 2.6.1 的 推论 3, 对 所 有 的 :一 
I ra) € R”, f? e R”, 
pr Er) = E[expGir (x — 1))] 
= Elexp[iy(x@ — 4U] ECexp{lit Cx 
— au" )] 22212 
= El exp [ir (x00 一 pP) + iff Qa 
一 4/0] GZ, byk, 
EET umo (D = ue) a.s., 则 我 们 有 
PCE) = Qo (OY X, aP E expli? + X2, Y — 49] 
= (5 PGP 
4OXZuExQaU0YyX4QQO + Za Er? )}, 
由 于 Ite Epa + (2 + EPEn Spt? + Xy, by, 
WIR pC + e) pup), u, » 20. o0, 则 推出 
. 95 。 


中 一 由 。 因 此 ,对 某 c > 0 有 (ay = expl—cu/2)}. D 
我 们 还 有 如 下 的 定理 。 


定理 2.7.4 设 z 一 | ao| ~ EC Z pti rc 0 和 zf: 


m X 1,0 < m < n, WOP AUER 1 为 正 态 分 布 当 且 仅 当 >= 
是 正 态 分 布 ， 
证 设 C(x 中 lx 四 ) 以 概 府 1 为 正 态 分 布 。 则 我 们 有 u.c 

= exp(—e(4(27))u/2),u 22 0, XEIE— IRE c:《0，%%0) 一 《0， 
90). 358 c(a(xO)) RGB AES ULdE EE, MAE 2.7.3 VE LH x 的 下 
AE. 设 4 是 所 有 4 > 0 的 集 使 得 

(2.2.1) ballu) 一 exp( —e(a)u/2) u > 0, 

注意 PC QU € A) 一 1, (27.1) ZR. R, 的 累积 分 布 函 数 
Fesat 4 是 k Eu BIER RRRA ¿(aty WAR. BS 
这 个 事实 与 (2.6.12) 相 结合 , 则 对 4 € 4 我 们 有 


1— F(r) — (cons |" expl —5/2c(2))ds, r Za, 


(2.7.2) 

F(r) = (const)r* " exp( — £]2c(a*?))ds,r > a, 
由 《2.7.2), 显 然 对 外 有 的 a€ A, RIA (r) 是 一 个 常数 。 因 而 
得 到 eCa(x Bet. G 

EH 2.7.5 EC.(4,2,0), 2 之 0, 是 一 个 正 态 分 布 当 且 仅 当 
两 个 不 同 维 的 边缘 密度 存在 且 有 只 差 一 个 正 因子 的 函数 形式 。 

证 ”只 证 明 充 分 性 。 设 + ~ ECE) KER PRI 十 
如 的 边缘 分 布 , 且 有 函数 形式 g。 和 z, WEFR 
《2.7.3) Za. (s) 一 egu), CWR, udo, 
《以 下 < 表 正 常数 ,但 不 总 是 相同 的 、) 不 类 一 般 性 ,我 们 假定 &* 二 
0 和 2 一 1 否则 ,我 们 可 考虑 y— Tie — 4). Wi 


gei.» me + --- xIn,x,a7tdt,s, 


zi efel Tes x+ dX pri tdg, us 
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Bin 8416 
go) = etn + zi + c + dze dz o, 8 2 0, : 
因而 
ga. (zi + + + z, O) = c| gto 


rt dx + ai" dX pargo 
所 以 AG ose trr HI S JE zc EC prala l pagt) 的 
密度 且 z 有 ?十 9 维 的 边 绿 密度 gprslxi 十-… Tn 因此 
p = pE Do 类 似 地 ， 我 们 有 $ € Dpi HEAR P= 1,2, 
te. KRITE 6€ 06. HXEL0,00) E ZEZER BU TE EE F. 使 得 
Ep Ñg a Ü Ü SE. (2.5.26). Bj Laplace 变换 的 唯一 性 和 (2.7.3)， 
我 们 有 rdFQr)— cr @toOgF (r), WEERA s > 0,F. 
是 退化 的 .故我 们 有 g4) 一 expE— »/(207)1, Bl z 是正 态 的 .0 
在 Cambanis, Huang 和 Simons 的 文章 中 或 在 本 书 的 其 他 
章节 中 ,读者 能 够 发 现 更 有 趣 的 结果 。 | 


28 二 次 型 分 布 和 Cochran 定理 


二 次 全 分 布 和 Cochran 定理 在 线性 模型 理论 中 起 重要 的 作 
用 。 在 这 一 节 、 我 们 将 给 出 二 次 型 分 布 并 讨论 在 正 态 分 布 和 球 对 ` 
称 分 布 中 的 Cochran 定理 。 本 节 中 关于 桶 球 等 高 分 布 的 主要 结 
REREH Anderson WAF 36(1982a):81(1984), 


2.8.1 二 次 型 分 布 


” 


d 
dox — Rut) < SKA 中) 和 R — FCO). Bx 428 x = (x, 
Dg ,其 中 xO, ... ry) z 的 fi>. ` "5 f, 个 分 量 。 由 
(2.5.12), RIJA 
(2.8.1) x l (Kd, oo Rdam s 
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其 中 di, 4, Z 0,(di, ede) ~ Pn, `. s 25; R Cd, 


gÇ 
de * da) st "toim 和 x, 是 独立 的 ,并 且 DEEP LS PREIEP 
(2.8.2) (x x (D, J... Uy 0D qmm s R'(di,--*,d2). 
Bulla rato, i,r aM) G (nid, s nal 146 NG, 
s git pum) m G.CGn/2, tts no-i] 2 2m/2; $). 如 果 (y. 
3s) ~ GOu/ 2,7 7 n, /2 sé) 则 容易 看 到 (ns cns ya? m 
Gia n2, dd * m 2; (nia qo n4)/250),1 = £ < m. 
引 理 2.8.1 设 xc S.C). 
(1) 5 P(z = 0)= 0 R s=, 2 1, MJ (Y, ”” ”和 Y,) = 
(aO a,» ee OY SOL < k < my SEHE 
(2.8.3) — 2) y] y» |, -a(r 
í cr r(m/2) (Z) | 


a 


- > ») FO). 


其 中 n" = fgs 十 n. 
(2) Xx 有 密度 fex) UI 和 …,y。 的 联合 密度 是 


(2.8.4) — TI ya S »). 
I re?) 


证 由 (2.8.2) 和 (2.5.18) 我 们 可 直接 得 到 (2.8.3)。 由 于 x， 
…*'") 的 密度 次 数 是 Kx'x) 一 (> x sm), 故 对 每 个 非 负 


Borel R 丸 ，), 利 用 (2.4.17) 我 们 有 
ERCY O Y.) 


" 
- p ER sense v ¿ey ass te 
1 
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II T(n,/2) 
因此 (2.8.4) 得 证 。 0 


$12.81 设 * 在 R* 中 单位 球 上 均匀 分 布 ( 见 例 2.6.3)， 则 由 


(2.8.4),(Y,, tt tY n) 的 密度 是 
ra + 1) ñ " 

uw p en II ym y > 0,: = ls Dy; «1 

lI LI(n/2) : 
由 (2.8.3), 我 们 得 到 一 个 有 趣 的 结果 : Y. Yi < £ mV 
ZADRE Di Cn/2, sis 4/2 ;(n* + 2)/2),H. n8 n* 一 faxit 

td] s. 
E z— NI, B) zz s eon m TRIGO X: 分 

布 ,自由 度 分 别 为 m. na. EZF xU XOURID z@y £ 是 独立 
的 , 则 我 们 将 证 明 z 为 正 态 分 布 。 


K 
EH 2.8.1 jx 一 | 


—Íos f(D n) o y) 


| 一 Run — SI(9), JER z; m X 


29 
1 H 0-m-s, DW] xx dg xx 是 独立 的 。， 当 且 仪 当 x 
AERD M. 

证 ”充分 性 是 熟知 的 ， 现 假设 xx 和 Yra R 


们 有 P(R 一 0) 一 0。 由 于 (yp y) — Geo zar L (gna, 


Riy ik YJY, — PAJCRD — EJE 003465 Y EY o= x a= 

R! 独立 。 因 此 。Y， 和 Y, 为 具有 相同 标 芭 参数 的 Gamma 分 布 

CHL Lukacs (1956), p. 208), 并 且 R* 也 为 具有 那个 参数 的 

Gamma 分 布 。 因 此 , x 有 密度 oH Y, 和 Y, 的 密度 是 
consty lys "le Grey) =s consty?" ^ yit 92A y, + y) 

由 (2.8.4)。 即 我 们 有 


fKyi + y) 一 constyp my 0 mie rtg 
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对 y 20 和 y 20, JE iS KIM ac zm b 一 


67). pui, R'= p + ya~ constat, MIESZA 2.5.4, 对 革 
一 个 r> 0; 我 们 有 x = N,(0,2,1). D 
例 2.8.2 jg x (X... X. S0) 且 有 密度 fz), 
iz 
z= Lyg s Sw x, — Xy 
x pau 9 > XY. 
BA, X= ls B S= “Dz, Km Del, — l yU WT 
n 


&axnUpESmBEUEEUS—I2 0/25, 1 n3)H. y=(Y,, 
tee Ya Y = Te, 则 y ~ SAA i 


ai 
X-—niY,, s= SY. 
i 


H1(2.8.4), Y? 和 3 的 联合 密谋 是 


一 LA2 
ge Pay) + yb 


w” 
f rn — 1)/2) 
则 X 和 3 的 联合 密度 是 
T((» 一 1)/2) 
由 定理 2.8.1, XCRIS Rz A ELO x NO S25, 1,) 对 某 一 个 
>0 


KDAT ECs 4- nx^). 


2.8.2 对 于 正 访 情形 的 Cochran 定理 


设 z — NL B. C Ë: n X?x 的 常 对 称 阵 。 我 们 在 这 一 小 
节 将 讨论 ,在 什么 情况 下 ,xcCz 为 类 分 布 。 我 们 还 要 给 出 两 个 二 
次 型 是 独立 的 必要 充分 条 件 ， 

引 理 2.8.2 Vk x — NGA, DE C fn x n BEER, 其 
特征 值 为 my aas 则 
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(2.8.5) ECerc*) = II (1 = 210)" tepl- Hajd t 


其 中 Am (tA = T'u 和 ICT = diag(e,**,u,). 
证 设 ym Tx, 则 y c N,(T'a,1,) = N,G4,1.) 且 


E ez) =a EC ett'cryy aa H E( envi 


- [a ione E JL 


j-1 — 2taj 
EH 2.8.2 (Cochran) 设 ~ N.(u,1,) EB. C 是 对 称 阵 ， 则 
z'Cx ~ Kr C n) R IN 4 
(2.8.6) C -—C RI rkC — k, 


L 0 
证 设 (2.8.6) 成 立 。 则 存在 正 交 阵 了 使 得 DUC -| š |. 
0 0 


P 
设 y= Fx, HU y “N.( Ë 158 xiCz = y'T'C Ty = > y. 


由 定义 2.4.1, RA Ca XQ, Cu). EZ ME x Cx ~ H, 
Ca), 由 引 理 2.8.2， 我 们 有 


(1— 27 exp] — 十 - i (1— 2a) Lr s) | 


2aj 


EKmi-ucCa BisbhU.) 85128 2.8.2 同样 的 意义 。 比 较 上 
式 隔 边 的 奇异 点 ， 则 对 1 i < i,< ds 和 一 8， 
了 天 1 我们 必 有 an mm co mau m d. 这 意味 着 C^ = G 
和 rkc — &. [ I 

推论 1 若 定理 2.8.2 的 假设 或 立 ， 则 x'Cx ~ xi SM Bx 
C -—C,kC =< k B Co 一 0. 

定理 2.8.3(Craig) d r~ NGSL)B C a =< i =< m) 是 
n X 4 对称 隆 ， 则 x/C;x,i = 1 人 独立 当月 仅 当 CiC — O, 
对 所 有 的 i 闫 了 了 成立， 

在 证 弦 这 个 定理 之 药 我 们 需要 下 述 的 来 自 1962 年 许 室 又 的 
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讲义 的 一 个 强 理 ， 

引 理 2.8.3 ” 设 4 和 8 分 别 为 具有 非 堆 特征 值 《41,-……,1,) 和 
《am ny BJ n X 的 对 称 阵 。 若 4 十 8 的 非 稚 特征 值 是 (s 
spo tam). AB = BA = 0, 


| D, O 
证 先 设 + 十 :一 w。 不 失 一 般 任 ,我 们 能 够 设 | z| 


O o 
其 中 D, = diag(A,, ** *, 4,5. REZ RE 了 使 得 PBT = P b | 


“ 


其 中 D, = diag(a,: m). 按照 TBT 分 块 的 形式 : 设 T= 
C F 

| | nana 

D G 


1 
C F 
B = | 
D G 
F 


I F]D O 


“+z-| 


I °| 
o clo Dllr G| 
由 于 48 有 和 BA ARIE EE, DUE A P BAAN 


. P - |. < 
E 一 
o D, F el O G 


D, O P F D, O0 | F 
lo M FP FF+ GG -| | F i 
相 启 的 非 零 特征 值 , 对 于 TT 一 和 F'F + G'G = I, Kit 
y £ D, O I F 
Il «II m= 14+ al ieie | | 
' 


1 D F id 


et 
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- JÍ hL sir = mnt, 


则 结论 是 上 一 FRI 一 1 和 1GG| 一 1 IN, G'G 的 特征 值 都 
等 于 1 且 RP 一 D, 即 F = 0,3:R. 


|. MK "|. M cl 
o cllo pjo c! lo cpc 
Bie AB 一 BA 一 9 推出 . 
其 次 ， E r + s< n, WAS e — EE, 我 们 能 够 假设 A= 


D O 
。 存 在 正 交 阵 2 使 得 
o o 


O O O r : 
QBO-—|O D, 0 $ š 
O Q O n—r--i 


把 证 明 的 前 一 部 分 应 用 于 Q'BQ MO (r + D 维 的 第 一 个 主子 式 ， 
WEH 4B = BA= 0. D 

定理 2.8.3 的 证 明 。 设 C,C; = O,XEBES XU š >= j BRIT. OX 
意味 着 C;C; = CC. 且 存 在 正 交 阵 了 使 得 TOT — A; > 
diagC2 e+- ,4), i = 1, eam 1.2 8))， 设 G,= (i$? 
#0, = 1, n). HAA m rC; U TC;E' = TCI = o, 
故我 们 有 GNG m 9, j 设 yerr, W yc NIE.) 
H rC = yáAy = 》 WY， BAR i Ai RTA GNG 一 


tea; 

p B yy 独立 , 则 推出 (Cun, ev Cun) 的 独立 性 。 反 
之 ， 我 们 证 明 C,C 一 0。 设 A C,,B = Ci, rk( A) = r, rk 
(B)= ; E, rk(A + B) — g. UJ Ast vpo t B, Vins 7s 
v, DRIER A,B 和 4 十 B 的 特定 信 。， 利 用 (2.8.5) 我 们 有 . 


(2.3.7) BCer “= I Q mortes [7 Ba), a > 0, 


i= 


(2.8.8) EQ) TI (2 — 2Y tj; pmo 
— ej 


jw 
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H I 
(2.8.9) Eom. TT G — 2 y tepi me), ei 2 5, 
' mESZ 


k=1 


由 于 rAr 和 e Bx XRgr, (028.7) x (2.8.8) — (28.9). 比较 
RATARA, 我 们 有 {ps Dp, Í - {X17 上 B. 
再 出 引 理 2.8.3 ,结论 得 证 。 D 


引 理 2.8.4 设 C, C, Ron x 4 的 对 称 阵 , CREAN BL 
natur. 设 Cm M6 Hon(0)— r. 考 起 下 列 的 条 件 : 


(a) C} = Cii — 1,-- m; 

(b) C,C; = O,i = j; 

(c) C! = €; 

(d) r = r, + cor. 

Kj CaXb) > (c)XXd), aXe) = (b XXd), (bX) > (X4) H 
(cX€d) > (a)(d), f s 

其 证 明 留 给 读者 完成 ( 见 Anderson 和 Styan (1983) A 
庭 和 方 开 泰 (19827)。 

综合 上 述 结 果 ,我 得 到 如 下 的 定理 。 

EH 2.8.4 it r~ Ns 1,2. Ci CC。 是 秩 分 别 为 rm， 
rw BJ n X n RRB, ik C — SC, HE ;= rk(C), 考虑 如 
下 的 陈述 : . I 

(41) C = Cui 1,:* m; 

(42) C.C. = O, Hin ism i;i, jm l,- m; 

(43) C = C; 

(B1) x Cix ~ Xale Ciu) i 一 1 m 

(B2) (x Cix,i — 13,-- m) 独立 ， 

(83) x' Cx ~ XX Cu); 


mM 


M| (a) (40 (BD,i— 1,2,3; 
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(b) CAD808B;).: = 1, SS RET LER IS ; 
(c) CA3) ICD) 3L CB3 )RICDOZRERAE fb. 


28.3 ”对 于 椭 球 等 高 分 布 情 形 的 Cochran 定理 


it r~ SE) C'= C, Ho C — C 和 rk(C) = k WA 
易 看 到 x Cx wx? x — G (Xk/2;(n —4/2;9),x«m x XR 
有 x* 的 前 不 个 分 量 的 向 量 。 反 之 , 若 * Cx ~ Gs(hf2i(n — k)/2; 
$), 则 我 们 希望 知道 ， 是 否 有 Ci 一 C 和 rkCC) — & 成立， É 
先 , 我 们 需要 如 下 引 理 ， 

引 理 2.8.5 4 z = (X,t X, ~ N (0, ia) CZ, rs, 


ri = 
2) D(L, tB eu sc < m < nB n x noh 
BE, Wi 
x Cx -a x Cax / ix 
<i Dx 
d E 
(2.8.10) = |: < 
` Dl Xi : 
x Cx j : x C axfix 
sz 
4|. 
kN 
1 


证 5RRASDRSRTDAm— IEB, 25O 8 1000938 
Br sel Gr Cu Mel m rc. £ xim ter Sox 
ll. hPl XL, dt dog zj 的 特 证 函数 几乎 处 处 异 于 零 ， 
Dal? 5 x/l Xuir. Xhihih 2.1.7 节 的 (ce 得到。 另 一 个 方向 的 
证 明 是 容易 的 ， | 

由 引 理 LS, 我 们 能 够 把 分 布 的 理论 从 z ZAA B PE > 
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推论 1 dE x N,G0,1,) E.C Es n X n HREN Cx, 
|lzl: ~ B(k/2, Ga — 0/2) BARH C=C f kC) = L, 
推论 2 dE ro N,(0,1,) B.C fp t n XH 的 对 称 阵 。 则 
GC Cxl ixl! a Dal eel? ~ D(2,mí2; (n — m — 9/2) & EX 
当 CD—0, C=C, D'—D, rk(C) = k B. rk( D) — m. 
定理 2.8.5 设 < Ru” ~ $:00)BC E n x 对称 阵 . 则 
Cx ~ G(k/2;(n — 216) SEI C:= C B rk(C)=k. 
证 “充分 性 显然 。 设 x Cx G(X4k/2;(a — 216). 则 
1elKzCxjilzlP) m Cx £ Rz, 其 中 Z B2, Gn — Ol 
2)5R 独立， 显然，PC(Z >0)= 1. BD PC Cul jz=l > 0)= 
P(R> 0) 一 P(x + 0) = 1. H POO < Z <1) — 1, W 
biosz € (U) (EN 2.1.4). HH 2.1.2 节 的 《C)， 我 们 有 x Cal 


de 2 Z. HEIE 8.5 的 推论 1, 结论 得 证 

推 洽 1 设 x—ECQ(0,2,0),Z2 > 0 H P(x = 0) = 0, i 
C 是 a X nx RES, MU ZCx— G(k/2;(n — k)/2; 6) 4 Bg 
Xx CEC — C B rk(C)= k. 


定理 2.8.6 设 r= Ru? ~ SICH) HOC, C, En x 
n 对 称 阵 . 则 (x Cx, bi SX Cux) "t Gu ni/2,: ie shal > nati 
2; 中 )， 其 中 »u- HEH C,C = gC, B. rk(C;) 一 
fis ipj =l, 1. m, 其 中 ii = 1 E. ô= 0, i = j, 

证 为 了 易于 叙述 ， 我 们 只 证 和 一 2 的 情形 。 设 Cr, 
zx Cax) ~ G,(n,/2,m/2;/2;4). 我 们 有 


(x C iz, ay == R(Z,,2;), 
其 中 有 与 (Z, Z 2) 独立 且 (Z,,Z;) ~ DG n/2,n/2;m/2). H 
此 xC,x— Gi(m/2, (n + m)/2; p), x Cr ~ Gin /2, (n 十 
m)/2; 6), 并 且 x'CC, + Cx ~ Gin + m)/2; mÍ2; 6). E 
5:38 2.85, 我 们 有 Ci 一 C,,rk(C,) = n, Ci Cy rk(C,) = n, 


* 106 ° 


EZ 


H (CG, + Cy =C, +C, XA CiC: 一 0D。 因 此 ， 结 论 得 
证 ,定理 的 充分 性 显然 ,日 

推论 1 设 x~ EC., Isp), KR X 0 E. P(x 一 0) 一 
0, 设 C0, En X za 对 称 隆 。 则 QI Cue, oan Cnr) — 
G,a(m/2,-**, n,/2; neoil? 6) MEAR CC; m 85€; 
rk(C;) = n;,1,1 = l,:**,m. 

我 们 能 够 把 Cochran 定理 推广 到 更 一 般 的 情形 2i 2n, C'— 
C 的 情形 ( 见 Anderson 和 方 开 泰 (1982a), 方 开 泰 和 吴 月 华 (1984) 
种 综 习 2.13. 


29 ”一些 非 中心 分 布 


在 这 节 ,我 们 将 得 到 广义 非 中 心 飞 分 布 ， 广 义 非 中 心 : 分 布 
和 广义 非 中 心 F yn. 


2.9.1 广义 非 中 心 光 分 布 


设 *~ ECeCayis 由 )。 xx 的 分 布 称 为 广义 非 中 心 如 分 布 ， 
并 且 我 们 记 xx ~ GAC, p), 8' — pu S Zx GU DE 
r 有 密度 ir) 设 了 是 正 交 阵 使 得 Da 一 Clix,0,-…,0) 会 
2， 并 且 »- r<, MJ y~ EC, p) E r= yy. 因此 ， 
xxz 的 分 布 只 通过 5 = lal 依赖 pg。 容 易 看 到 , 若 x ~ EC lp, 
3,0),2 > 0, W) #X r ~ GLC, 2), Km D — zx va, 

现在 ,我 们 就 x s nn xz 的 密度 ， 


定理 29.1 iE x Z Ru” + x — ECC esin p), Kino 
0B P(r-p)-—0, Bi 也 一 xxz 的 密度 是 


| 1 
YOU 28B (l.c = D/2) 


zE — RÀ Q.IXÓ)aciy2 
I Hol f "o 于 一 3 dF(r) 
? i-a . E 2rà s e 2 ^ 
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对 s>, 其 中 R ~ F(r). 
证 ”由 假设 ,我 们 有 


U = z mu + R: + 2R wt — 8: + R: + 2R ju, 
JHR amor. ib wm (wy. 548, 
u= + R: + 2Rem, 
其 中 wm 的 密度 是 [8 (十, G4 一 272)] G1 一 «c» a 
(2.5,13))。 对 每 一 个 非 负 Borel 函数 ACO), ROE 
EM(U) 一 EhCH: + R? + 26Ran) 
i |] (82 + 28ru + r°) 
J - 0J—1 
B (1 ,a—1)/2) 


xQ — s dmar(r). 
作 恋 换 u = 8° + Zoru + 2, Wi CARDEN 


"RM E (Hen T 
E(&(U)) 一 TE . on" I 500 
X dor 3L x (一 一) 和 dsdF(r), 


交换 积分 的 次 序 , 砍 我们 立 得 (2.9.1). 日 
推论 上 GLORAN 的 密度 是 


2.9.2 .A 人 ici fı 
(232) T (Ca 一 1)/2)8 242.4 


(* -— gt s=: £y] (n — 3/2 Gyr. 


2r8 
证 (23.2) (2.9.1)30(2.5.17) 88 28 E, (1 
有 了 时 ，(2.9.2) 的 积分 不 容易 求 出 ， 我 们 可 给 出 另 一 个 公式 如 
T. 
定理 2.9.2. U ~ CHOP 站 密度 是 
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(2.9.3) Recap RE Ku — 28u? cos + 8*) 
X sin” pdp, 
AE dE AC) 是 任何 非 负 Borel HAH > ~ EC.O.,, f), 


Kuh o»—(5,0,---,0) 和 密度 为 f(x—v»Y(x—»5. WI 
u=. í: B 

E(&QU)) 一 KEDE =t it + xe, 
作 广 义 球 学 标 变换 (网 例 1.6.8), RITA 


gn : zm _ "- 
BU) ~ xc iss |, rn — arbos ts 
+ 6:)sin" 20 dp dr 
(2.9.4) lm 1y2 


GOD N h(u)u** idu 


x Kk {Cu 一 2u5 cos $ó + 6)sin" pde. 


由 此 式 可 推出 (2.9.3). Ü 
推论 1 4X U~ GER(5, 门 B. RC) 是 任意 项 数 使 得 EIA 
(U)| < co, MU 


(2.95) E(&R(QU) = 
其 中 


d 13/2 


Econ M(e)e" (e: M». 


M(p)- [ce + 2p8 cos $ + jin" pdo, 


WI) 是 第 一 类 修正 Bessel AR. RIERA 
(2.9.6) LG) = — F exp ( + z cosÓ )sin?"840, 
mi r( m+ +) 
ix I 
(29) J.() —- ¿Ss1225 L. n exp( +z cos& )sin2=648. 
xir ( m + Z Ly" 
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推 沦 2 U ~ GX25 四 的 特征 函数 由 以 下 的 积分 给 出 
(2.9.8) p (7 9247! x caa exp(i2p!)p"*!f( 9)J,.(281p)dp, 


DT 
其 中 m= acl m í = (—1)Ë, 


üE (2.9.5) 02.9.7) 3] f 88 (2.9.85, Ü 
在 (2.9.5) 中 , 置 hCU) = Ut， 我 们 立 得 U 092 5B. 
推 沦 3 设 ECU4) < co, HJ 


(29.9) E(U*) = 2; > > DM 
vt IT (1 + + s) 


x r pmi Mo! Mo, 
5 


特别 ,对 于 前 三 阶 算 , 我 们 有 
(2.9.10) EU) =a + —— — 
InCat 
E(U*) = a+ 23. md C 
2 4: Catt 
Tu in + 2) MN 
LIESS E Anco ua wap 


(29.11) var(U) = 


其 中 


r(z1). . 
(2.9.12) g ia 《注意 ç | 一 1) 


2 r'!f(r)r 


读者 可 用 推论 1 的 (2.9.5) 核 对 这 些 结果 。 

由 以 下 的 事实 ， 我 们 可 以 利用 两 个 独立 的 随机 变量 丸和 日 建 
立 U ~ GX Vg) 的 表示 。 

设 x(X, n XQ) n 5,000, n 2 2, 且 有 密度 f(x z). == WW 
存在 唯一 的 随机 变量 集合 R 220, 9, € [0,2], k = 1, ---,5—2, 
6。_1€ [0,2x]， 对 这 个 集合 有 
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- 8I sin 6, ) cos, ls =< x— 1 
k= 
z 


(2.913) | 
X, = e sin 04 ) sin B, il 
而 且 R,0;,-- ZEE 独立 并 有 各 自 的 密度 


Dol. — c (e!) rm 


(i) 


EUN S 
B (L0 —0n) 


k—1,--,9—2 
| fo, (0) = 1/22) 0« 8 < ?=. 
反之 , 若 RQQ6,:75,9,., 独立 , RE (2.9.1 4) hA zE ROSRBE E. x 如 
(2.9.13) Br 5g S£ M z 有 球 对 称 密度 fx x). 

由 定理 2.9.1 的 证 明 , 如 上 的 事实 产生 以 下 的 表示 定理 。 

定理 2.9.3 i U ~ GXi(8,p). MI 


(2314) OS sin^^^7 0 < 0 < zx, 


(2.9.15) U S: R? -+ 2R8 cos B + 8’ Ë R? — 2R8cos6 + B, 
其 中 R,2 是 独立 的 变量 ,分 别 具 有 密度 fO). CH (2.9.14) 


(2.9.16) f0) = = a, < <. 
B (1, — 1/2) 


12.9.1 在 例 (2.6.1) 中 没 N—1 Wm $S = 1, x 的 密度 是 
(2.9.17) z irit exp( — rx x), 
且 相 应 的 GX2(8,f) 的 密度 是 
r( uin exp( —r(u + EH (2rbut) #> 0, ` 
omm Lai, nro T NAH DO) KERLE 
E. 
读者 能 够 在 Cacoullos 和 Kaoutras (1984) 中 找到 更 多 的 


+ lli < 


GX) 的 例子 。 XPA PLE P Cacoullos 和 Kou 
uas, MÆ TE 2.9.] 来 自 范 剑 青 (1984)。 


29. ”广义 非 中 心 二 分布 


X ` 
设 * 一 | D | ~ Ec... ae) HEB ea xi B a= 


Qo 
(5,0,---,0)'. 
(2.9.18) E ss 
(x xa 
的 分 布 称 为 广义 非 中 心 r 2138 1029 fo Gt, (5,6) R t~ Gt, 
(,f), Er 有 密度 f(x 一 ww) (x 一 a2). f 
续 习 2.18 和 练习 2.19 为 我 们 展示 了 广义 非 中 心 z 2y 78 RE 
些 应 中， 
定理 2.9.4 VE z— Gi,C0,f).. MU REE 
(2.345) 2( n)" Qc) em "IC — 28 + à')y'dy, 
Tr La) ° 
2 
—00 < zt < +o, 
其 中 ë, — 28 /(s + 258, 
证 ar~ EC pC z, Ha. 其 中 # = (8,0,0 E 
h(*) 是 Bore! PARE 48 E(QAQO) 二 吕 。 利用 《2.4.15) 对 于 
Xatt X, P 则 我 们 有 


2a$*  .. da 
EGA (O) = "IW |, Kis 0f, — 8Y 
r (1, = I 
2 4 
Mort rds, 
(2.9.20) à 22, CR 
= 2 gr ens oy 
r (+ n |a 203 f 


+ rr dt, 
因此 ,上 的 密度 是 


"112° 


240 p 
sir (+ i 2 
& y= (( + n)/n)5hr 411348 C2.9.19), 0 


当 8 = 0 时 ,(2.9.19) 成 为 我 们 熟悉 的 密度 r 
推论 1 设 r~ GCF), EAG] < so. MH 


(2.9.21) FG G2) = id | MCoe'IfCo)4o, 
(y 
z 
其 中 
(2.9.22) M(p) = [soto + ocos0)/(o sin 0))sin"-1040, 


证 EEH >, = 8 + ocos0,r = osin8, fll gi (2.9.20) 581648 
证 . ü 
推论 2 dE E|: < co, W 


ATUS (s — K) Jet um 
(2.9.23) E(1*) 一 a > 
r) o 
x g^ uu lee 
23i (k 一 23)1e. aan 
其 中 [x] 表示 ”的 整数 部 分 县 c. H1QL912);g X, f 特别 ， 《注意 


Cati "7 1) 


f (n=)š0ó "i > (n — 1) ) 
EG) = s> 1 
r (+ )e, 


I n 28 
(2.924) (E00 7 173 [os z J sa 


fcc) + a) n7! — 26rn t + 6)r*dr, 


` |var()> ——[** x= + 1| 
n— 2 


Cat 


-me (e (Le or) 
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H(2.9.21),2.9.22)81 Legendre 倍 量 公式 
a 241 I" d 
T(2a) FEQ (e+ L), 
结论 得 证 ， i 
29.8 广义 非 中 心 F ds 


4D 
Ë s= pu ~ EC. n, La. 由 )， 其 中 amm x1 H 


a= (y0), vim X 1, 我 们 称 
fi xy yh 


(5923) me m yD 


的 分 布 为 广义 非 中 心 下 分 布 ， 记 为 F ~ GE mals 6) 或 了 ~ 
GF. (Vf). 如 果 x* 有 密度 f(x 一 uY(x— pg)), 其 中 6 vy, 
显然 , 若 1 ~ GC), WI P GF, Cf, ADEN, GE wa 
(5,9) FUB s= lol 依赖 v( 见 2.9.1 35), 
定理 2.9.5 dE F ~ GF。,(8',f)， 则 的 密度 是 
(2.9.26) o (m prm 
Geo? 


1 —k—(m+=5 
x(14 7 * p) 


Fn 


ds in" gyrr 'fCy' —28,y cos 0-- 8? )d6dy., PI, 


其 中 5 = (mF {Can + mF))85, 
证 由 类 似 于 定理 2.9.2 的 方法 ， 对 任何 满足 EiACF)| < co 
的 Borel 函数 ,我 们 有 


EGKF)) = fa MEE RTI so ey 
T xcd xLSdydyuu 
qi men mafo fa | E 
"reo e) m 
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Xf(ri — 2r,5 cos + 8 + r2) 
sin" "Ur r7 ldr drd? 
24,5007» 


- (Ln -站 m js j j: ACFKr 
— 2njó6cos0 + 8 
+ (nril(mF)))umP n) Erpin ddr dR, 
RHE, FUERE 


24 m s—1) 


1 1 
r(+@e-—D)r(+a) 
X sin'* 18r" *" i f(ri — 2r cos 0 + ô’ 
+ Cnri/ m F )))40dr,. 
cxx 88 (2.9.26) du Resa y m (mF/(n + mE. D 
推论 1 设 FeGPRQQQUD. Wig EIAF)| «ooo 
每 个 Borel 函数 从，)， 我 们 有 


(2.927) E(&(F)) 一 


uin) |. |` (n Fn) eo 


245 mits) 


(eco) 


x M(R,,R,)Rr RI (KR: + RiDd4R, dR, 


其 中 
alm R? — 2R,8cos0 + R? sin”? 
MCR Ra) ~ | | y Fi Rio E Ri anuo, 
证 明 留 给 读者 。 设 A) = exp(i + é), 则 我 们 可 以 得 到 
的 特征 函数 . | 


推论 2 F ~ GF alf) 的 特征 函数 是 
《2.9.28) x MP 1x expC in (Ri + 8) 


2 
(n RD), (2288) 
mR} f 
» (R / RYJ 307? RE? RIC(RI + R2dR,dR,. 


cM 


推论 3 设 P — GF,.(P,D 和 EC) < oo. RI 
; Gm + m ), a> 2, 


E n+s—2 


(2.929) ECF) = 


(2.9.0) ECF?) 一 — l my 
) ECF’) Gu Do o 0m 


x [> z: (m + 2)=8° + (m + d 
Cm4g—4 Cuotn-l 4 í 
n> 4, 


其 中 c 由 (2.9.12) 定 义 昌 eua, 一 1。 

证 dE aaea, k= 1,2, 则 我 们 得 到 《2.9.29》 和 
(2.9.30), (] 

XE Au) = «5, RITER FHI k Bt3E, dn/R. ECF*) «oo, 
类 似 于 定理 2.9.3， 我 们 有 如 下 的 随机 表示 。 

推论 4 设 F~ GF,.CG0. J. 则 


(2.9.31) F S (nim) Ri + 2RQ6cos8 +8 
R; 
— 2R,85cos8 + 8° 
Ri—2R5c L 
E (a/m) SL Rat +Z, 


其 中 8 5 (R Rd) 独立 且 它 们 的 密度 分 别 是 
(0) = (ua (4. i = 1>)) sine-2g 0<0< x 


24,449 


ACen) = sn EU rr ry FK ri + ri) 
r(zv)r(z7) 
: ri> 0,r2 > 0, 
2.9.2 和 2.9.3 节 的 结果 属于 范 剑 青 (1984), 


$ x x B 


Anderson (1984), Anderson and Fang (19823), (1984), Anderson and Siyan 


(1982), GER, KAWHIA (1980), Cacoullos and Kourtras (1984 
Cambanis, Huang and Simons (1981), Esseen (1945), AA (19845, 
diu. AA (1984), Feller (1971), Heu (1954, 1983), Johnson and 
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Korz (1982), Kelker (1970), Kingman (1972), Kotz (1975), Laurent 
(1974), Li (1984), Loéve (1960), Lukacs (19565, Marcinkiewicz (1938), 
Schoenberg (1938), SEE EE AFRO), Zygmund (1951). 


# d 2 


21 3 F(x) RRBSPRRORUR A fp bA 3k B. ”为 整数 ， 满 足 
2<r<—n, 证 明 存 在 随机 变量 Xot XE 

(a) X; ~ F(z), 一 上 

(b) 对 于 0,2,---,2) 的 每 个 + 子 集 {hi} Xe 
X, 是 独立 的 ， 

Ce) 对 于 (1,n,-** nf 的 在 何 《r +1) TÍ {is ttt ietts 
X, Xs 是 独立 的 。 

(Rua kk 2 ERU 7138658 (1980)), 

22 Wt X B(a,b). 证 明 log X € (U). 


d 
23 ikg—IEUGAmzge9sxmYidax.Z0^X-z-c 


Y, B xš Y. 
2,4 WEB A (2.2.19), ， 
L5 设 * 有 第 2k UB 4 4。 是 对 称 阵 。 证明 
E [Cx x) ax Cx A,.x)t=1 
T" tr[CA OD - 3 -9428 * CALO - * . Q A.) Tal. 
Xu Rd. 
26 dk (Zit t, Za) Due(a sas), 证 明 
(a) (Zit AD) D, (au RL +--+ On)» 
1 << m; . EE 
(b) Zit e + Z, c Bm + t ta taut au), 
1 < £ < m. f : 
go 94 [Z4Z, 
217 设 < — Ead ~N, WERE Pim X 1, 
siki» 


随机 向 量 z. 一 a uS pE n (P 40) #R26300 EER, 
证 明 

(a) E(x — n?) = Xa 一 Znan ðn 

(b) E(a'? — zL, = p, 

2.8 《多 元 对 数 正 态 分 布 )。 设 e~ N Ca X), E 0H 
log yA (log log YYY,,..., = z. Dy 称 为 具有 密度 


(2x) *|x|7$]T y;'exp i-o» 一 ay" 


tet 
X (log y 一 22). ES y > 0,; = 1,--. P 


0, 其 他 
的 了 元 对 数 正 态 分 布 。 
(a) ER HETEREN r 


E(y,) = exp( r a + x r'an) 
var(y;) = exp(2 u; + 29g) 一 exp(2 z, + Tu) 
cov(y;,y;) = exp Í + z; + Gu 十 oj) + eu) 
— exp Íz: + g; + > 《cr + oj) l. 


(b) x (Yit, Y a) m <+ HARRE, 
L9. 借助 于 (2.4,.16) 证 明 R* 中 半径 为 r 的 球 的 面积 是 


$, 2 
r (ts) 
240 id O.P) 表示 w* 的 特征 函数 ， 证 明 


Oxu) = r (L n Yatayte n sca) 


2 4 
-]— — 


+ “一 
2n — 2 * án(n + 2) 
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TERRE: Z. LE 
1.4.6 (2 2214) ? 


其 中 J Cu) 是 第 一 种 Bessel ARE 
z (—1)X u 2 十 2 
Ju) ZERO OLHED (u/2yrtit, 


2.1 证 明 Q,CHIR), (e Resi, 不 是 R (nas OF PREX. 
所 以 Oo. 是 中。 的 真子 集 ， n > ls 


2,12 证 朋 (z) = exp (-i 3 属于 Oos 


213 不 用 定理 2.5.4, 若 ¿fpu 一 Ru”, Kr RR R* 


与 ww 独立 ,证 明 RSR? (指示 : 由 假设 , RITE X Ria Z 
R*=,.) 

244 设 *~ So) 有 密度 f(x. + ++. BERMZK* 
密度 是 Hit e Rq), Sian 车 Ku) 在 点 子 的 邻 域 
有 界 , 则 z 是 fia) 的 一 个 连续 的 点 , 1 一 1 (2 一 1)。 

215 设 > 一 《xn xx — $I(4), 其 中 PER, 
PER! P ER' ptg + r = n, U 


E EAN OTE sP) 

u(1 P+ 2 7, 2 né). 

AUR zn 0 一 29.9 的 分 布 。 A 是 n x n 对 称 阵 。 证 明 
sas B(Lp la, trio) 当 且 仅 当 £ — 4， 其 中 4 的 特 


EHA PT 1 ”2 个 一 1 fu r 4 0. 
216 设 U ~ GXiQÀ) Rm 


fC - ç (1 T Lys, N > T 
¿= (x) I raor (N — z), 
证 明了 的 密度 是 
.119 


P(N DÍ F v 
T(»v + 1)T(n — >+ — 1) 


xH (21 wl + 1);> + 152). 


s*(s + ut 6» 


其 中 > 一 二 “= 一 1, z = (2824 /(s + u + 82) B H 32 LIS 
Pak ,定义 为 
[e],[81, z* 

H(a, B;r;z) = sainte us e Fue " ,—l,*5*5, 

(a, B5rix) 2: Ir Cal |z] < 1,r = 0,—1 
其 中 [A], = ACA + 1)- --(1 + k — 0), 

2.17 i F ~ GF,,CP),f), Ki fé» 与 练习 2.16 中 相同。 
证 明 F 的 密度 是 | 


mz O+) em - | 

— — Conun)" (1 + muín) im» 
nr (i n)r (i 2 
(Ca + n),N 一 T (Cm Eas 


lm — x) 
2 ` s-E mu s tË? 


2.448 fi x— EC ay 1, f); 其 中 km (5 7,5) = 61,, 
好 


I UNE. = = ~ Gr, Cnt 一 sh， 
5 = 1 > x 


Xi z= (1) Gn --- + x. 


2.49 设 (25, ***,X,, Yi, Y.) d ECC mtel ts latas) 
5l, : 
x a]. us 
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ze +n — 2) X—Y-—a8 
” J4Ee-»-Xa-n» 


Aw Gi, VO * g), 


EEN TOTES 和 eG m 2 KG e us. 
2.20 iE r~ SCE) Rp P(z — 0) < 1 3t E. C, j; 

其 中 zx: X 1 B. 1=m oon. 证 明 iD 和 xz 独立 当 且 仅 当 

x D 和 xY x 独立 。 

2.21 利用 上 一 练习 中 的 命题 且 在 上 一 练习 的 假设 下 证 明定 

理 2.8.1, : 
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=s RIRE f 


在 第 二 章 ， 我 们 已 经 定义 并 研究 了 椭 球 等 高 分 布 族 。 现 在 我 
们 要 在 桶 球 等 高 分 布 的 基础 上 建立 样本 的 理论 。 为 此 上 县 的 , 我 们 
需 灾 把 球 对 称 的 概念 从 向 量 的 情形 推广 到 虐 阵 的 情形 .在 这 一 章 ， 
我 们 将 定义 和 研究 几 种 球 对称 矩 阵 分 布 和 和 袖 球 等 高 矩阵 分 布 族 ， 
”而 后 在 3.2 节 讨 论 它们 之 间 的 关系 。 在 3.4 和 3.5 节 , 我 们 将 推导 
出 一 些 与 球 对 称 矩 阵 分 布 有 关 的 分 布 ， 如 二 次 型 分 布 、 短 阵 变 最 
Beta 分布, 矩阵 变量 Dirichlet 2 fi ERE z ^ro. fn dE E 
FF 分布 和 和 矩阵 变量 特征 值 的 分 布 。 一 些 其 他 的 问题 将 在 最 后 一 节 
i£ E. 
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在 前 一 章 , 我 们 讨论 了 球 对 称 分 布 , 如 何 把 球 对 称 的 概念 从 向 
量 推广 到 和 矩 昧 的 情形 在 多 元 分 析 中 是 一 个 重要 而 有 趣 的 问题 。 设 
X 是 * xp ER., ATR ART RNI ERRA 
(3.1.1) X = (x4) = (xz, ZEE - CE s 360). 
JH, rot tio 可 看 作 来 自 一 个 ” 维 总 体 的 大 小 为 ?的 样本 ， 
而 tost tst 不 一 定 独 立 。 因 此 、 在 多 元 分 析 中 ， 球 对 称 短 阵 
分 布 的 研究 是 样本 理论 的 基础 ， 回 顾 定理 2.5.3, 能够 用 多 种 方式 
定义 球 对 称 和 矩阵 分 布 ， 在 向 量 的 情形 ， 所 有 的 方式 都 导致 相同 的 
分 布 族 。 而 在 挎 阵 的 情形 就 有 些 复杂 了 ,不 同 的 定义 方式 将 导致 
不 同 的 分 布 族 。 因 而 对 球 对 称 和 矩阵 分 布 有 许多 定义 。 现 在， 我 们 
定义 其 中 的 几 种 。 


3.1.1 左 球 分 布 
定义 3.1.1 AEn x PRIMILE, 若 对 任何 Te O(n), 
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X = TX， 则 我 们 称 X 为 左 球 (对 称 ) 的 . 

左 球 分 布 首 先 由 Dawid (1977) 定义 ， 下 列 鸭 结果 来 自 
Dawid (1977)，、{1978》 和 方 开 泰 、 阵 汉 峰 (1984)， 

引 理 3.1.1 设 必 是 去 球 的 。 则 式 的 特征 函数 有 pC《T'T) 的 
形式 ,其 中 Tn X p. 

证 以 ACT) 表示 开 的 特征 函数 。 对 每 个 Te OCn) 我 们 
* 

PCT) = E[etrGGT'X)] 一 E[etrCi(TT )TXD] 
= E[etrG(TT )X)] — (TT), 

所 以 &dT) 在 O(n) 下 是 一 个 不 变量 且 是 一 个 极 大 不 变量 的 函 
XX. A, AT) 一 e(T'T) 对 某 个 由 成 立 ( 见 例 1.7.1), 

由 如 上 的 引 理 ， 若 XX 是 左 球 的 ， 则 为 了 简便 ， 我们 记 X < 
LS., h) E X — LSCo). 

引 理 3.1.2 3 X — LS,, ($). 

G) OEP XI EXER) XQ ~ LS..,C0) 其 中 


(3.4.2). &(T'T) = &(QT'TO' Y,T :n X q, 
(ii) 把 X 分 解 为 a. 其 中 Xam xp 则 X,— 
LS, (9). RUTS 


证 明 是 直接 的 ,我 们 把 它 留 给 读者 。 

我 们 能 够 证 明 , 2 X(n X p) 是 在 随机 变量 上 条 件 下 的 左 球 
分 布 忆 8 是 立 的 函数 , 则 XQ 是 左 球 的 。 特别 若 X 是 左 球 分 布 且 
与 9 独立 , 则 上 述 结论 是 有 用 的 。 

一 个 重要 的 左 球 分 布 族 是 均匀 分 布 。 

定义 3.1.2 ZU &ZCERBS H. VU = 1,, WRAITH U HRS 
^j4rfa 1029 U ~ uy. 

ië O(n,p)(n Ze p) 表示 Stiefel 流 形 ; 即 有 正 交 列 的 x XP 
ABPEU RBA, BE UU 一 1,。 车 ~ up AUE O, p) E 

43515. 
定理 ALI AREE 的 分 布 完全 由 XX 的 分 布 确定 ， 
LITER 


证 这 相当 于 证 明 , 若 YC x p) 是 左 球 的 且 YY £ XX, 


MU xY. EFM T) 分 别 是 mw。 的 宗 积 分 布 函数 和 特 
征 函数 。 由 假设 X~ LSE) RIY ~ LSS RERE 6 一 


b. 由 于 O(n,n) 一 O(n) B. XX Z YY， 故我 们 有 


s«arr)- ecarry| ae = | ACUT YUTAR) 


Os) 


-E TR etc(iT"U' X)dF(U) | 


_ m en GT X'U)4FCU) ] 
- ELOQ(T X'XT)] = ECQCTY’YT’)) 
= ST). 
定理 得 证 。 日 
推论 1 均匀 分 布 是 O(n,p) 上 唯一 的 左 球 分 布 。 
证 由 定理 3.1.1 和 UU = 了 ,其 中 U ~ u.p 结论 得 证 . 日 
推论 2 车 X~ LS,, (4) B. K(m X n) 是 固定 的 , 则 天 天 
的 分 布 只 通过 KK 依赖 于 K. 
证 H Em 2 的 带 数 阵 使 得 HH'— KK, 则 H — KT 
对 某 个 TE O(n) 成 立 ( 见 12 节 )， 因 此 l 


HX 一 KTX = Kx. | D 


一 般 ，KX 不 一 定 是 左 蒜 的 。 d$ KK = In, NJ KX 是 左 
球 的 . (为 什么 ? 证明 留 给 读者 。》 

定义 3.1.3 £X 是 左 球 的 , 则 称 XX 为 右 球 《对 称 ) 的 ， 记 为 
X ~ RS, E). TRACTUS X 是 球 对 称 分 布 的 如 果 戏 是 左 球 的 ,也 是 
右 球 的 ， 记 为 x Q SS.x (é), : 

引 理 3.1.3 设 U —(U,U ~ uç, 其 中 Un X g, 0 < 
q < p. 

Gi) # V EOC, aXe 2 42 是 固定 的 , 则 UV ~ Hago 
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(ii) U, — Hs, ge 

(ii) U ~ SS, lb) HET ERY. 

(Gv) # n= p, W U = U ~ ugn 

XE COR) BOE EEN 3.1.2 推出 。 在 (iD) 中 令 9 p, NU 
我 们 有 ,UU 是 右 球 的 ,因而 UU 是 球 对 称 分 布 的 ， 当 w 一 了 时 ,UV 是 
ERRA (UYU = 1, BIU ~ w... D 

众所周知 ， 向 旱情 形 的 球 对 称 分 布 的 随机 表示 是 很 重要 的 。， 
对 左 球 分 布 也 可 以 得 到 类 羽 的 结果 . 

定理 3.1.2 设 X~ LS, Ce). WEP x PEILE 4 
使 得 
(3.1.3) x 5 uA, 
其 中 U-sx, 524. 


证 FEP x PUES 4 使 得 44 XXBASU- ung 
独立 Wb Y — U. Bjy 是 左 球 的 且 Y7 一 AUVAA = Z A= 


XX， 由 定 埋 3.1L1,Y £= x. Ú 

在 (3.1.3) 的 分 解 中 ,4 不 完全 叭 一。 对 于 大 多 数 情 形 , 我 们 把 
4 取 为 具有 非 负 对 角 元 素 的 上 三 角 抢 阵 或 取 为 是 左 球 的 , 4 2 0. 
前 一 种 情况 下 4 的 存在 性 来 自 熟知 的 Cholesky 人 分解， 后 一 种 情 
况 下 《的 存在 福来 自如 下 的 陈述 。 设 B = (X'X Y: 与 了 ~ 
“u.p HL. HO 4 一 VB， 则 44 是 左 球 的 且 Z A= B'B = XX, 

若 我 们 加 上 P(|X' X| 一 0 一 0 的 条 件 , 则 4 对 于 丙种 情形 
部 有 唯一 的 分 布 ， 我 们 只 证 明 第 一 种 情形 。 这 一 节 中 ， 我 们 设 
UT(p) 表示 具有 正 对 角 元 素 的 上 三 角 阵 的 集合 。 

引 理 3.14 iE X~ LS, ($) H. P(IX'X| — 0) — 0, W 

G) x Z uA UB mi A Z B, 其 中 AUTO) B 
B e UT (p); 


Gi) X= 9T, $} Q'Q— I, H T e UT (p), #0 Q = 
U 和 9 与 TT 独立。 
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证 ZEN J:1(A) ZA, 其 中 LEUTO), RA., F 
是 一 一 映射 。 由 于 44 I BRB 且 对 每 个 Borel 函数 820, 
我 们 有 


ELACA)] = ELACA A))] = ELA(f “(B B))1 


Wh G) 得 证 。 注意 ， 若 XX) 关 0， 财 存在 一 个 唯一 的 分 解 
X-—9T, 其 中 Q'O— I, B T eUT(p), VER g(X) (0, 


T). RNA (Q,T) 一 gCX) 三 g(U4) — (U, A), B x 三 
4。 央 而 引 理 得 证 .0 


从 现在 起 ， 当 我 们 对 X~ LA) OX £ U4 时 ,我 们 总 
是 把 4 视 为 一 个 具有 非 负 对 角 元 素 的 上 三 角 阵 . 
£j 3.1.1 ik Xa», 7775 Yia) Jh 3r il 4y 6 , Xa ^v N,CDO, x) B 


X m (zun ^75, Xq). Xp BRIERE exp (- > t Ze ) 
j= t, n (EE 2.3.1)， 因 此 X 的 特征 函数 是 


li err(— L 22) = TI etr(— . Errn) 
321 ' É 2 j^1 2 
= etr (- i22) ros) = etr (- i xr, 
j-1 


其 中 了 一 (ta to 。 这 意味 着 ,对 某 个 中 有 X — LS,.,( éD, 


3.1.2 ” 球 对 称 分 布 

前 一 节 中 定义 了 球 对 称 分 布 。 这 一 节 中 我 们 要 讨论 它们 的 一 
些 性 质 . 420 E p x PEEB 42 :-- Z 1, Z 0 是 4 的 特征 
fü, 我 们 记 aCA) = diag(2,, +- *,1,). 

定理 3.1.3 是 球 对 称 分 布 当 且 仅 当 
(3.1.4) X 5 uav, 
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Ke U, A UV gx, A m AQQXCOXD3). Ú ~ su, BV < uso. 
证 设 X — GAH 是 可 测 的 奇异 分 解 ( 见 1.2 48) EE U ~ 
una 和 VY upp 相互 独立 并 与 (G,A,H) 独立。 记 U—U* 
G, V = HV*, X*— U*XV*, 给 定 (G,A,H), 我 人 有 U ~ 
np 和 V ~ s, 是 独立 的 ( 见 引 理 3.1.3), Br, U,V,A 部 
独立 且 有 给 定 的 分 布 。 我 们 还 有 X*= UAV。 所 以 我 们 必须 证 


明 X*-“. X， 显 然 ,由 引 理 3.1.2，X* 是 球 对 称 分 布 ， 所 以 ， 它 的 
分 布 只 通过 U*U* 一 1, 3a V*"V* 一 1， 依赖 于 U* 和 V" (GE 
理 3.1.1 的 推论 2)、 这 一 事实 对 天 也 一 圈 。 因 此 ，X xx, 0 

定理 3.1.4 着 X 是 球 对称 的 ， 则 X 的 特征 函数 有 形 式 +G 
(PT. 

证 HEX 3.13, XDUER(GE pÉ 2k BT) 满足 oT) = $ 
(PTQ) 对 每 个 Pe OCn) 和 Qe OCp), 在 变换 PTQ,P € O(n) 
B. EO), 之 下 的 T(n x p) 的 极 大 不 变量 是 ACT T JUL 
1.7.3)， 定 理 得 证 .0 


3.1.3 ”多 元 球 对 称 分 在 


定义 3.1.4 —^ n x ?随机 矩阵 称 为 遵照 多 元 球 对 称 分 布 ， 
如 果 它 的 特征 函数 有 形式 plins stp) Hh T = Ctt): 
n X p。 我 们 记 之 为 ~ MS). 

多 元 球 对 称 分 布 首先 和 由 Anderson MEFR (1982b) 研究 。 
下 面 是 它们 的 一 些 初等 性 质 。， 故 证 朋 留 给 读者 . 

引 理 3.1.5 X ~ MS,.,(9) 当 且 仅 当 


(315) X= (xu `` X.) =. (Ry, 777, Rpsp) = U,R 
其 中 R 一 diag(R,, a S Rp) 和 U,= Ga, 2 PS 独立 ， RED 


B. mp-en, 狂 立 局 分 布 ,由 == wo。 
引 理 3.1.6 X MS,.(4) 当 且 仅 当 


d 
(3.1.6) (Pn, s Pax) = (n, ZI 
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对 每 一 个 Pié O(n), p— RRN 成 立 。 

引 理 3.1.7 X; X MS. (0), 则 它 的 分 布 完 金 由 (xix， 
Xp) £ (Ri, ^, RT) 确定 ,其 中 (Ri t>, R,) 定义 如 引 理 
3.1.5. 

例 3.1.2 i$ x,-,z, 独立 同 分 布 ,x1 ~ $,(0) Bit X — 
《xxzp)》， 则 天 是 多 元 球 对 称 分 布 ,因为 和 的 特征 函数 是 


H 906532 = &Ga. 65). 


imi 


以 后 我 们 将 看 到 处 不 是 左 球 分 布 , 若 z, 不 是 正 态 分 布 。 


3.1.4 向 量 球 对 称 分 布 

Ë X = (s, -.. z.) JE n x p ABB: EN vec(X) rs 
=Y, Bh, vec(X) ER”, 

定义 3.1.5 d$ XE nx ph8SBLSBEE, Ep vec(X) ~ 3 和) 
则 我 们 称 久 为 向量 球 对 称 分 布 , 记 为 X — VS 

下 面 的 结果 直接 来 自 定理 2.5.3。 

引 理 3.1.8 j X n XP 的 随机 和 矩阵。 则 下 列 的 陈述 是 等 
价 的 : : 

G) X —VS$,«,(6); 

Gi) XRRR m é(tr(T'T)), 其 中 $ Ep, (MW 2.5 
1» 

(ii) 和 有 随机 表示 
(3..7) Xx = RU, 
其 中 R>0— ge ms 与 U, 独立 且 vec(U) — uon, 


(Qv) WR S Pe€O(Qqup, vec(X) a T(vec(X)), 


3.2 ” 球 对 称 矩 阵 分 布 族 之 间 的 关系 
在 上 一 节 ， 我 们 定义 了 四 种 球 对 称 和 矩阵 分 布 。 为 了 研究 它们 
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之 间 的 关系 ,我 们 作 如 下 的 定义 。 

F = (%(X):X 是 左 球 的 }， 

F ;一 (%(X):X 是 多 元 球 对 称 的 }， 

S, (DX 是 向 量 球 对 称 的 }， 

F, = {L (X): X 是 款 对 称 的 }， 
其 中 X:n Xp R. OO xam. 292; 6x 2 BE 
P, Xe Z, kRBO)eAM i i-—1,2,3,5. 在 这 一 节 ， 我 们 
将 在 如 下 的 几 方 面 讨论 这 些 族 : 包含 关系 .坐标 系 和 坐标 变换 、 边 
RDH, ,边缘 密度 和 球 对 称 伺 。 


3.2.1 包含 关系 
引 理 3.2.1 F DF, DF, B FDF DF n 
证 “结论 可 由 两 方面 得 证 。 一 方面 来 自 变 换 群 
X€ Ze>diag(P，...,p)vec(X) = vec(X) 
对 每 个 P € O(n); 


` d 
X € F ,<— diag(P,, ---,P,)vec(X) = vec(X) 
对 每 个 PiEO(a)， 一 


Xe Z ,<> Pvec(X) £ vec(X) IEA P €O(np). 
因此 我 们 有 FDF, DF n 5)—25 RIDE ELRERE ERIT XA: 
XEF <> X 的 特征 函数 形 如 (TT); 
Xe X 的 特征 函数 形 如 eGn, run) 
= ó(diag(rn, tsip), 其 中 5 
pi TT 的 对 角 元 案 ，; 
XEF EX 的 特征 轴 数 形 如 eGOT); 
XEF, X DREARY ltr T) 
一 中 (3 si), 
显然 S DS DZ, B. 4,54 .54,[ 
xt— 35 384 138 VEH, n IL BOR RES S AUR. 
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88322 没 Xe, B Fix; 0) 0, imd, sp. 
则 X < Z, w BIA x W8 E F 2128 k: 

ORNARE AEAEE: TE 

Gi) lal, -**, lx ID. R Cn] lx, fx) 独立 ， 

证 ”充分 性 是 引 理 LS 的 一 个 结果 ， 若 多 满足 《i) 和 (Gi)， 
出 我 们 有 
X = (n, In jos a diagCllxill, -<-s lza. 
设 U;= Cr), ozs) 和 R = diagCilaill, este. 
由 于 Xe 多, 则 对 瀑 个 由 有 x; Sele), j=l, p EX 
证 , U, RIR WEBA 3.1.5 的 全 部 条 件 , 即 Xe 多:。0 

推论 1 均匀 分 布 «4€ n 

证 由于 UU =], HUS, U= (m,n), RD 
u = sf lbs ty = u flu || BARI GI 3.2.2, fite 
w. 0 

推论 2 VEF 

证 设 U= (mg tton up) = Cus coco v) 则 


UŽ RU, 对 某 个 R>0 成 立 ( 见 (3.1.7)) 并 且 R 与 Us 独立， 
由 于 uo zy 独立 和 o = 1, ++, 0) 有 球 对 称 分 布 ， 改 
no 能 分 布 必定 是 正 态 的 《 见 定理 2.72), BR, uo REES 
的 。 这 个 项 盾 证 明了 此 推论 , 0 

练习 3.4 说 明 引 理 3.2.2 中 的 条 件 ( 这 是 必要 的 。 


3.2.2 边缘 分 布 的 族 


设 F i(i m 1,2,3,5) 表示 & (i —1,2,3,0) H xmE— 
列 之 集合 , 即 xe 1 当 且 仅 当 存在 mxy 使 得 X — G, 
xx E 多 ii 一 1233。 类 似 地， 多 4 表示 2 ,, i= 
1,2,3,5 中 和 的 第 一 个 行 向 蔓 的 集合 ， 显 然 由 引 玛 3.23, A jD 
X SF, FDF DF 5, FOF D> IW DS I 
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B qSBECEIBIÓ EB 3 kr 8 E 8 t S XR. 

引 理 3.23 Zim FF 

证 # x€ S, Wb rose XX 6€0,. Rra 
x, 是 了 一 1 个 wn X 1 的 随机 向 量 使 得 x, z cr, z, 独立 同 分 
布 。 因 此 ,由 例 3.1.2 38118 X = (x,x,, oux) BIS ;= 
F i. Wk UQV,x hyr MS U S V nE 3.1.3 HAE, AX = 
Udiag(lxl, **-, llxlDV = lxüUV., — 显然 ,由 定理 3.1.3 有 XE 
F ,。 我 们 必须 要 证 明 关 的 第 一 列 x 5 x 有 相 疝 的 分 布 。' 这 是 


正确 的 ， 因 为 noc S.G) 对 某 个 6, XX hapy v uy £ 


lz, 并且 “aa 一 tx。 因此 ,我 们 有 n 全 <+ (练习 2.13 或 定 
理 3.1.1, 其 中 p= 1), 0 | | 

ATRA: 多 了 一 多 ;是 否 真 确 ? 事实 上 ,答案 是 否定 的 。 
首先 ,我 们 需要 以 下 引 理 。 

引 理 3.2.4 iE Q.G 0), re R*， 是 wx"” 的 特征 豆 数 。 则 
Q,G'D), Xi ¿e Reti, 不 是 一 个 十 1 维 的 特征 函数 。 

证 设 O), re RY, 是 一 个 4 十 1 POREDA, M 
存在 -ARRS AAA FB CER 2.5.2) 

OCH) = r Q.ua(ur)dF(r), ú 2 0 


4 


FB e” = Re, F:rR R > 025 x, 独立 县 w, ERAD n 4" y Ez 
的 n(n + 1) SOXUGALR. 因为 w, GEB P(R = 0)— P X 
(Ru, = 0) = Plu = 0) = 0, # wt 有 密度 。 这 个 矛盾 的 事 
实证 明了 引 理 。0 

”定理 3.21 集合 .多 和 是 多 ;的 真子 集 若 pp 之 1， 

证 Wa 45. BR, eF, RIDEHBa-i or 
“eF, WFE Hzr ctt, d, 使 得 U*-— (us "8 2 € 2 ,, 
Wb (tr(T'TY)) 表示 OUT 的 特征 函数 ， 则 #* 的 特征 函数 是 

b = OF) n€ R*, 
8B 6C) 9,C0, Eb W. 0,00) 一 e, re Rhe, Æ 


vidt 


特征 函数。 但 由 引 理 3.2.4, 这 是 不 可 能 的 . D 
我 们 考虑 行 边 绿 分 布 。 首 先 , 我 们 要 指出 多 ;是 多 1 的 真 

TÉ. 
5i 3.2.5 i X < (x, ep = (xo Km) EF Ë. 

xo) 的 Uo; X. ill 
(i) cov = (xq), xq) 一 61; 和， 其 中 A; 是 对 角 阵 且 24 = 0 

Gimli 
(i) cov(xi,z;) m 8;40l1,, 其 中 al = ER/n B. Ri 如 引 理 

3.1.5 所 定义 , jj, ` P. 

证 显然 ，xo， 22 加 分 布 且 X 有 随机 分 解 (3.1.5)。 由 
于 #U,= 0， 故 我 们 有 Er = 0 和 Er md, kml, -n 
jed.,cp 由 (3.1.5) 和 VU, = Qu) I 

cov(xuj,zgy) 一 xoxo) = diag(E [ Riuuj], ttt, 
EUR Su. ui ]). 

由 于 Euru 0 和 Eg = ljn, ij; k=l, p, S—4T 
P x;x; = E(R;Rj) d (uui) = (E Rifn)1, = Sus 1,. Ü 
推论 1 # d Zi 的 真子 集 。 

证 设 X~ N,. (0, S) H 3 TENAR, 由 引 理 
3.25, EF n R xa € Zi (ALIM DE, F; È 
B HATE. D 

定理 3.2.2 R Xe, XEF, BDM xo € s, 

证 ”必要 性 显然 。 设 zo € Z, HJ x 有 特征 函数 e 
4o), 其 中 duo ck oco mote) PE OR" 中 的 一 个 特征 函 
数 。 另 一 方面 ,由 于 Xe 多 ,, iX ARERR oC, ll. ne), 
因 之 ,我 们 有 
《3.2.1) 中 Cri 十 -+ (Pb DNE ichs 

i-—-1,:-5sp, 

办 为 它们 是 xo — 由 C3.2.1), 我 们 有 eiu + 
` L r) = tin 12) 对 所 有 的 ú € R^, (= 01,* t5, p 
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RHM X €, ERE. D f 

推论 1 i Xe F ,, WJ za € Z 5, x HK Xa) 人 Y). 

UHBGXA.qmcWAax. 

推论 2 五 的 第 1 行 ftc 不 在 P rh, 

VE 设 uye Fi 则 存在 7 使得 X = (so, YY €. H 
TU JG SRESCS [23.1.2 k H X e 多 :和 定理 3.2.2 的 推论 1 有 
um ~ SCD) f a € Fi 但 这 是 不 可 能 的 《 兄 以 下 的 例 3.2.1). 
因而 soe, Ú 

推论 3 F,- Z NAF. . 

证 BPA, F CF NF n KZ# Xe.n Wi 
X — Crott En) € M, A za 是 球 对 称 分 布 的 。 故 由 定理 
XEF, D I 
fEUEBPTR—^ Mil NI. S0 EB m E gm 
=. i 

定义 3.2.1 设 和 是 * x PIOBSBUBPEE,. Zi ve X) — N, X 
(n,CGQD), n = vee(M'),M n X p, Cin X n,Dip X p,C 2: 0 
和 DD > 0, RISE XE BEEZE ERES: 10298 X ~ Nel M, CQ 
D). 
# Y = (yú) ~ Naal OLDI 则 所 有 的 ya 独立 河 分 布 
E yá  NC0,1). 由 如 上 的 定义 , 我 们 直接 得 到 如 下 的 事实 ,其 
证 明 留 给 读者 。 f 

(OD # X~ N.,, (M, COD), C 2-0 fi D> 0, MXA 
密度 


C2x) t*r C1 -|D)-#retr[— > C KX — M)D(X — MY]. 


(2) X ~ N,. (M ,C@D) 当 且 仅 当 
Z M + ciypt, 


其 中 Y~ N,. (O ,1,@I,). 
推论 4 XXe, KC OD, MU X zd ESGE. 
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证 HER, X 的 特征 函数 是 [D 40) RB XE 2”, IH 
ubi XEF pn EM 2.72, 8300835. D 


8321 EX Š U4, 其 中 UU 和 4 独立 且 A= diagla, +, 
a,), 0 < p; = PCa; = 1) = 1 — P(a, = 02 < 1, im] -+> p; 
at: +a d, BAXE 2 ,, Ë XEF, KA (z./lxl, 


EZ B (sony) 一 口 ， 它 的 列 独立 《 引 理 3.2.2)。 


然而 ,我 们 要 证 明 zo = Awa € Fi, Kh wo 是 U0 的 第 1 行 . 
由 上 的 球 对 称 性 uo 的 特征 函数 能 够 证 明 是 O+ … + Ë), 
zu 有 特征 函数 l 


(3.2.2) piyan Í Q (anit -+ + al2)4F(a, 


-,2,) = 91 p2 
因此 ,我 们 有 


E 
dS t Dtp) = S, pO), n€ Ri m 13, p. 
i=] 


由 于 Oin) 是 R RORHERR E. Di pm 1, p> 0, i= 1, 


py i bins uri) S :中 某 个 Y ORERE yo = 
xy 其 中 yo 是 Y 的 第 1 行 ; 这 就 是 说 xo)€ 5 ;, f 

定理 3.2.2 和 例 3.2.1 说 明 Z, AF 56, 而 言 不 能 由 行 边 
缘分 布 来 刻 划 。 但 相对 于 .多 :, 对 .多 ; 郊 是 可 行 匆 。 一些 其 它 的 
关系 可 在 练习 3.5 和 3.6 中 找到 ， 
3.2.3 ÆRA 

在 3.1 节 , 我 们 得 到 Z pim 1,2,3,5, 的 随机 分 解 ， 它 人 是 
(3.1.3) X 5 UA, WT X. 
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(5.1.4) x £ UAV WHFP n 
(3.1.5) x EURF Fha 
和 

(3.1.6) x £ RU, 对 于 F. 


这 里 U,U,,U, 和 《U,V) 分 别 起 * 坐 标 系 "的 作用 。 
引 理 3.26 3E X ~ Nsxs(0,1.@1,)， Mj 


(3.2.3) U t X(X'X) i, 

(3.2.4) U, Z Cede, x zoll), 
和 

(3.2.5) 


U, È XKX. 

证 W y Lxouxy)i AYY I,A 
PY = PX(X'Xy ! — PxX[(PXY(PX)] Ë Ls X(X'X)y!-Y 
对 任何 P € O(n) 成 立 , 故 由 定义 3.1.2， 我 们 有 (3.2.3)。 类 似 地 ， 
我 们 有 (3.2.4) 和 和 (3.2.5), 

事实 上 , 引 理 3.2.6 中 的 XX 分 别 能 够 在 《3.2.3) 中 代 之 以 X€ 
多 ,满足 PCIXX| 二 0) 一 0; (E(C3.2.2) nf z X € S, 满足 
P(a j =0)=0, j= 1,…，…; p; 以 及 在 (3.2.5) BRZA X € S ,, 
在 43.2.5) 中 满足 P(X — 0) — 0. 

一 个 自然 的 并 题 是 :在 相同 的 坐标 系 之 下 ,如 何 给 出 多 ,, P= 

2, 3,:, 的 随机 表示 。 我 们 将 在 3.6 节 中 详细 讨论 这 个 问题 。 

324 密度 

设 X € S ui -1,2,3, Se — ibik, XR TERE, 假设 
XS HE, AWER: 

G) Xe 多， 当量 仅 当 XX 的 密度 形 为 人 XX); 

Gi) XEF, 当 且 仅 当 XX 的 密度 形 为 Fn tt tpt) 

(ii) X€ . 安 ， 当 且 仅 当头 的 密度 形 为 (ir XX)); 
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(iv) Xe £^, W B 24 xig. MAG X), 
XER ICO RRINE X — LS,. Cp) BR X — 上 S$,xpX 
(f). 对 MS,VS 和 $88， 也 同 祥 用 这 种 写法 。 由 定理 25.5, d 
x 5 RU,e Z ,, 则 X 有 密度 从 。) 当 且 仅 当 R 有 密度 gC D. 
H. IC) 和 CO) 之 间 的 关系 有 如 下 式 : 


G26) (= DE o ieu), r>, 


类 似 地 , 若 X £ UREZ ,， 则 X 有 密度 J€) HARRA 
密度 KO KO) 与 (+ )》 之 阿 的 关系 为 
H rt fr, ZLP 


EL LL 
(rO) ^ 
ra, ttt, rg > 0, 
进一步 设 x EUNET p AEUTO) Wooten fO) 当 且 仅 

当 4 有 密度 &(。)， 它 们 之 闻 的 关系 为 


pep pl 


(3.2.7) gr, d SLE 


(3.2.8) £4) ~— < IL alter. 

- [I "Ar xen + D) "t 
其 中 4 一 (cy)。 证 明 留 到 下 一 节 。 对 多， 也 有 类 似 的 结果 。 
设 X £ UAVE Z, 则 X 有 密度 (2) 当 且 仅 当 4 有 密度 
g《(，)， 且 它们 有 如 下 的 关系 : 
(3.2.9) £g, m , 


iG (si 1)) 


x JE G — uXa 297707, 
* f(diag(41,,-**,4,)) 1, > M2 24,2» 0, 
证 明 将 在 3.4 节 中 给 出 。 
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kX E n x PRELE Xe 多 i, i 一 1,2,3,s， 设 MM 和 
B 分 别 是 mx 了 和 n Xm, 35 
(3.3.1) Y M B'X, XB, 
对 X — LS(6*3 P ~ EMS,«,CUM,Z,0), H X — MSCE) Y ~ 
EMS CM ,X,0), Xj X — VICE) M ~ ES$... (M 2,0), 对 

~ $8(9). 为 了 证 了 明 Y 的 分 布 只 通过 X = B'B omes B, 

REZ wF. 

引 理 3.3.1 Y ~ ELSnx M,Z p) 的 特征 函数 是 


(3.3.2) etr(iT'M)oó(T'XT); 

Y ~ EMS,.(M,E,0) 的 特征 函数 是 

(3.3.3) eu(iT' M)ó(nZt, t tpt) 
Y ~ EV Sns M, Esp) 的 特征 函数 是 

(3.3.4) eir(iT' MOo(tr(T'ZT)); 

Y ~ ESS,x,CM,Z,) 的 特征 函数 是 

(3.3.5) etr (iT Ma (A(T'ZT)), 


其 中 TT 一 (ty ,fp):m X p, 

WEB)EEREBEBO, WISE NL 3.1 di). 类 似 地 我 们 有 如 下 结果 ， 

8|38 3.3.2 j Y(m X p) ABIE. 则 Y 的 密度 有 如 下 的 形 
式 ， 
(12:6) — |Z#|-2e/CCY — MX YY — M), 对 于 ELS; 
(337) — |Z|p 32/00/02 Yay), 对 于 EMS; 
(3.48) [EIES r(Y — MXY — MY)), 对 于 EVS; 
(3.3.9) IE raK — MYX XY — M)D, 对 于 ESS, 
其 中 Y — (y: p). 

由 定义 3.3.1, 45 Y — ELSux (M ,2Z,$) BE. 
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(3.3.10) Z= C'Y + D, 
其 中 C(m X D) 和 DG X p) 是 常数 阵 , 则 Z ~ ELS (C M'-+ 
D,C'XC,QÀ). 分 析 

Y, M. Eu Zu 
od oes ME Moss MI zi E: EL 
其 中 Yi: q Xp,Mi:g X p 和 和 Zu:g X q, jg c' xs (H,,0fI D = 
口 代 和 (3.3.107， 则 我 们 有 Y ~ ELS x M, 2n p) 类 似 的 结 


果 对 其 他 的 椭 球 等 高 矩阵 分 布 族 也 成 立 ， 
引 理 3.3.3 设 Y~ ELS,X,(M 3,0) 和 
Yu Yx: My My 
(3.3.12) Y b. y be vd: 
Xu Zu 
T Pa si 


其 中 Yu:m X p, Muir X p, 和 Zn: ni X 2。 则 Yu~ ELS, xx 
(Mu, Xn, *), 其 中 


A, O 
(3.3.13) eG) T$ o) 和 Au: P X Pi. 


证 YERERE (3.3.2), AZ, Ya KITARE 
exp(iT 4 M Dp (Tua Tu), 5] E. Ú 

NE, RIZ EG PKS e 2 f AB. 

定理 3.3.1 i$ X — LS,, (0) BPE. XU 
(3.3.14) X-—0, Z(vec(X)) = VQ, 
其 中 V — Erunt) 


证 i U — Cisy Hp) ~ Hupe ADEF, « z sik 
a, E u AER 2.5.3 的 推论 RI FU m (s Eu) = 


OU d usi — (0 [2)L, IBU € F ERILE Qs) 二 Qn, 
—uj),4,j 一 1,-…,p， 轩 此 | l 
#[(vec(U)XXvee(U)Y] = 1,982 (4) = (1/5), Q, 

210175798 
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E 


JERE X. 出 于 X 二 UA 有 二 阶 短 , 故 有 4 的 二 
prim. Bit, 
(X)-—d4(UHg(A) — 0 
D vec X)) = d (vec(U AX(vec(U A) ] 
= F[CAGI vec(UD][Qvec(QU))C491,)] 
= Z#[(A'@1,)#[(ve-(U))XXvec6U)Y11 4164091,)1 
w (1/n)#[( '@1,X A@I.5] = (1/n)#(4' ADIn 
— (1/84(X' X)81,. 


d 4 , . ， 
注意 xa: == *** = X Hi X X = TXT) tee + Linns HR 


们 有 EXX) — nf (zaza) = ny. Ü 
推论 1 GN Y -— P'X+ M — ELS,. M, p), HRX 
足 定理 3.3.1 的 条 件 , 则 
(3.3.15) (Y) — M,Z(vec(Y)) = VG(B'B), 
证 显然 4(Y)-— M. GER 
£(vec( Y) 一 Z(vec( B' X)) = &[(vec(B' X))(vec( B' X) 
= (1,60 Bd [(vec( X ))(vecC XYY Y(, B) 
-— (HI, BY 1,X(1,0B) = VOB'B). 0 
实际 上 ,我 们 还 可 以 定义 另 一 种 椭 球 等 高 分 布 


(3.3.16) Y Š M XB, 
有 关 的 一 些 结果 可 在 练习 3.8 中 找到 。 


3⁄4 二 次 型 分 布 


设 X 是 # x PORIE, Et, RIIA = X Xñ 
分 布 以 及 它们 的 性 质 , 这 里 XE. 多 ,。 由 于 WW 是 对 你 随机 泗 , 故 研 
究 W 的 分 布 就 意味 着 研究 

(wae sips Wna"? atapa “° " * 91 pip lo W paip Dpp) 


的 分 布 。 
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3.4.1 W 的 密度 


首先 ,我们 需要 如 下 的 引 理 。 
引 理 3.4.1. 询 任 何 非 负 Borel 函数 K), RITE 


(3.4.1) |. Ha rs)dr 一 uu D f 


2 [adeo fGlal y + u)du, 


-5 


其 中 0 za€ R*, 
证 设 T 了 e O(n), 其 中 第 一 行为 afijai E y= Tr 我 们 有 
|a= | i (lluy e D i) dy. 
i8 (2.4.15) 应 用 于 yy,…… ,ys，《# 一 D 次 就 得 到 引 理 的 结 
ie. D . 
如 下 的 定理 是 很 有 用 的 。 
”定理 3.4.1 设 X 是 x x 尹 矩阵 县 TeUT(p. H 


XD e: m= Y pe 

?\2 

其 中 D,= {TITE UT(p) BEEiXAxEN DOO Rex 
Gamma P: ,并且 


r, (+ n) = dise II r(i- 二 + 1)) 
证 我 们 用 归纳 法 证 明 (3.4.2)， 当 ?一 1 时，(3.4.2) 成 立 . 
现 设 (3.4.2) 对 了 一 1 pr. HH 
(3.4.3) | iex - [za Í fX X ds, dp, 


对 于 给 定 的 0,9 TEOG), 其 第 一 行 x/lal, Pk y; 一 
Tx,,i ml 2,***,p. ARIJE 


* i40 ^ 


(3.4.2) Í HXAYMX = 


VIE bu 


li| EAE 
Yiya t0Y3, 
=f E DEM 
yy, 
WE tu = Yusi 0m 2,* pps; 2 所 以 


| fO X X dx; ° "dx, 


læt lætta -ollz : 
A : . P 
uM | f tb + ujuy" `" th + u`, Il (dridu;) 
T i= 2 


n, + Wu, 
[? 0 =. 0 


Ü zn, cto Utp 


P 
=Í 于 | T 十 [I (4542), 
RUE: L 


Ü upu ctt aes, 


其 中 a= Inl za: py, lz fs" dip 且 把 归纳 假设 用 
于 

"bM. '* tie, 

` e y Š 

Ho ~ ~ MS 


则 我 们 有 


| fO X)4x,- dr, = 277 || 


" Ü [0] 
f L Ime + (5 BA dT dis: days 
其 中 T, € UTCp= 1)。 把 如 上 的 积分 代 人 (3.4.3) 且 把 (2.4.15) 用 
P xy RITE : 
NM ri (7 AT p- iai 
[ien 105 lb UL 
yi 


O 
f E: i s fs “> hip) + " ) dydtn' ` dr, dTy, 


14] 
E 


公式 (3.4.2) 可 由 作 变 换 ni = yt, n 

推论 1 dE X — N,. (0O,1,@I,) R XX = TT, T — 
Ga) € UT(p) BS iE 37163. NMH 

Gi) A~ Xi 77 1,-*5.$; 

Gi) 5  N(0,1),4 > ji j= 1,7 ,pi 

(Qi) (ri > j} 独立 。 

证 由 假设 

ICKX) = (1a) tet (- + x x). 


利用 练习 1.22 中 给 出 的 变换 X — UT 的 雅克 比 行列 式 ， 则 我 们 
能 得 到 上 和 工 的 撕 合 密度 : 

(2x) ierg, JG II «) "m (-3 ET T) 
HURDLE, RIGE T UM — 


? 
(344) «Qon ][ ai etr (- irr) 


= 21) iu TI z ed = > 2j) ; 


其 中 


LIE 


(3.4.5) c = Í g,; KU JAU, 
UU-I, 
因 (3.4.4) 是 密度 , 故 可 如 下 计算 常数 e: 


JI «^ 


K >O | 
imino igj $73 


< 一 《2x)- 和 ap | 


= (24) isptiec II [. ij tetr (- ls) 
(全 »- i4) 


Ë - 
PELLE TET E H É yotr(— ys)ay | I 


= lire Dinp n r (+ (n—i+ 1)) 
2 85g Hr .1 
= 2 Fx i r, ( j n), 
结合 (3.4.5) 和 (3.4.4) ,我 们 得 到 (i),(ii),(iii) 的 结论 。0 
我 们 有 以 下 一 系列 结论 
推论 2 
(3.4.6) 


254,1"s 
"NETUS L; 
2l. 
推论 3 也 的 密度 ( 亦 即 s; me WE,i-1. p; i = 
1 一 门 是 


1 
(3.4.7) nz") £4, CU). 


2r4i*? 
分 解 XX -TT (iib 1) 称 为 Bartlett 分 解 。 
推论 4 i X ~ N,|. (0.1,@1,) 和 W = XX, Hi 


< [435 


à j£ 
(3.4.8) iwi = Jl» 
291 
其 中 Vist" taI 独立 且 y ~ Ximi = 1,-.. pe 
证 由 推论 1, 我 们 有 
F 
lwi = iX X| = |TT] = |T — [I z. 
#=1 
i y tiis} wm=1,-- `. P. 因此 ,推论 得 证 。 n 
W = X'X 的 行列 式 称 为 XX 的 广义 方差 。 
定理 3.4.2 ik X — LS,. fn > p, 则 XX 有 密度 fCX" X). 
则 W — X'X 的 密度 是 


zs 


1 
r, (+ °) 
证 ”由 (3.4.2) 对 任何 非 负 Borel 函数 #( J, RIA 


ECW) 一 ECKXX)) = | CX XYFCX x)4x 


(3.4.9) |W le EO), W > 0, 


NEU j l rD (Jl 7) uid 


1 D 
r, (#7) 
AU 


作 变 换 T — W,W--T'T ,其 雅 可 比 行列 式 是 rl garni 


JX REX WIS ITTI = TP = J| s, 我 们 有 
jai 


"Uu 


ECW J) = —— — | Iw peces Qodw, 


1 
r, (+ n) 
xERA WE. D 
推论 1 dx X—N,4,€0,1,0225,2 0, M) W = X'X 的 
密度 是 
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(3.4.10) —— 
2i"r (1 s) 
dv 


x (- T xw), Ww. 


PRI AL 


证 Y — N4C0,1,01,) 时 , 4181483) V — Y'Y 
的 密度 (由 (3.4.6)) 


(3.4.11) 1 "eas (— 二 v) 
2er, (i n) | 24 


FEER y — SIVE m xir'vvri 三 XX, 则 我 们 得 到 (3.4.10).0 
《3.4.10) 的 分 布 称 为 Wishart 48, 1229 W (n,2), 是 由 
Wishart 于 1928 年 得 到 的 。 这 是 一 种 重要 的 分 布 ,有 许多 关于 这 
个 分 布 的 参考 文献 并 有 多 种 方法 推导 它 。 
现 回 到 X ~ Ls. (f) 的 情形 。 把 X 分 解 为 X — Gs, 
Xp), HP Xom X pnm mp,i-l,--.m. :由 同样 的 方法 ， 
W= XIX, i 一 1，…, 功 , 的 联合 密度 是 


(3.4.12) i [zs |w Herm S wi), 
' fæi 


其 中 
HI D i 
GAS) Bi BÉ Lem ts 


£ í 1 P 
II (a — i 1) P 
因此 Wi W (1 < £ < m) 的 边缘 密度 是 


m 
~ 
M e. 

* 


k 
(34344) — eh, II te41w.1977 
i= 


NO + V) yeay, 


其 中 n’ npa 二 "二 64 RUS (Wi, W) d MG m.t 


alise 


(in. “S asit Oo `... W4) ~ MG, (ae T**5 


lw Leii)üisido. 


3.4.2 Cochran 定理 的 多 元 推广 


在 2.8.3 节 中 , 我 们 讨论 了 和 视 球 等 高 分 右 情 形 的 Cochran 3E 
理 。 这 里 ,我 们 要 把 这 个 定理 推广 到 多 元 情形 。 
定理 3.4.3 WX — LS,,,(0D,P(X — 0)=0 R. AE: n x n 


HOEM, M] X'4X ~ MG, (3-15 E070: 6). HENX 
dicm 4 B. SEC) = Ë, B 

证 “充分 性 显然 ， 设 X4X ~ MG,, (Lid (ae). 
因 P(X = 0) 一 0, 故 存 在 1€ R' 使 得 PCy = 0) = 0, rh y= 


XI ~ SKOWE O) = prd) BBUEÉR X'AX XX, 
其 中 x, 是 x 的 前 * 行 ,因此 


y4y = XXI. < rxixu ~ e (I GT O — 0i e) 


这 是 由 于 
Ps 
由 定理 2.54 — 4 H rk(4)— k, [0 


类 似 地 ,由 定理 2.8.6, 我 们 有 如 下 定理 。 
定理 3.4.4 WE X~ LS. b) P(X = 0)= 0 H Aer 


A, 是 对 称 和 矩阵 。 RI QCAXG ++, X AX) ~MGen( + m tts 


Lui anie), 其 中 s* = n— n — -** — n> SARA 
AA; = 044; H rk( A) = mij 1,-- k, 


* 146 = 


35 PF29RXYIAKASEE i 8 RN — Zf 


E-t, RHE S PRR AEBE2y F AAA Mm BEE 
Beta 分 布 , 矩阵 * 分 布 ， 矩 阵 下 分 布 和 二 次 型 的 特征 根 的 分 布 ， 


3.5.1 ”矩阵 Beta 分 布 
定义 3.5.1 RE (W.,W.) ~ uc, (t me fhs f). mz 


p.m > p. M| B — G, + W,) EWC, + W273 BJ 236 o5 
EE Beta 分 布 , 记 为 B — B (+ "o m) 4 p= 184, uA 


"m 
定理 3.51 B < B, (+ n, + n.) 的 密度 是 


(3.5.1) (oor) IB | imdi 一 B piana 
s yr) 


0« B «I, 


证 ”对 每 个 非 负 Borel 函数 (+) 我 们 有 
E(&(B)) 一 ECW, + WI W (W, + W,> t) 


- | xc + WWW, + W.) 1) 
* Ca. penel Wi |a norm. Li 
. W, + W;)dW;4W,. 
设 B — (W, + W.) šW (W + W, 和 WW 十 Wi Mi 
Wim W3BW i # W, — W U — BYW? 并 且 其 雅 可 比 行列 
式 为 
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OOV W) — (W ,B))1 
= [IKW W) WW WWW} 
(B,W))i = |W |, 


注意 a 一 ur, (L4), sume 


1 

T.i (n + m) i 
EC(HKB)) 一 zm) 
r, (+ m) r, (+ m) Es 


2 


CBD IB IK=er 人 | 了 


pista) 


一 ginem e — 7 
r, = (m + m)) 


x| TAL 02712 
W>0 


右边 第 二 个 因子 等 于 长 见 (3.4.7))。 Ú 

注意 ,如 的 分 布 与 了 无关 。 这 是 一 个 有 趣 的 事实 。 在 这 一 节 ， 
我 们 要 遇 到 许多 统计 量 ， 其 分 布 与 了 和 无关。 不 变 绕 计 基 的 一 般 理 
论 将 在 第 五 章 讨论 ， 

推论 1 使 用 定义 3.5.1 的 记号 , RNA, Wi + W, 与 8 独 


m2 着 B~ B (im, ih M n B ~ B, [T> 


回顾 Wishart 分 布 的 Bartlett 4338 (SE EB. 3.4.1 的 推论 1). 
那么 , HTE Beta 分 布 是 否 有 类 似 的 结果 ? 如 下 的 定理 来 自 
Kshirsagar 的 结果 (1961 ,1972)。 


定理 3.5.2 2: B — B E mtn) 和 8 一 7, 其 中 TT€ 
UT(p), Nn, tety 1,, AR M. BL ad; ^B (+ (m — i + 1), lu) 
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i= 1,-- P. 
证 使 用 典型 手法 UB S 2[ T EHE, 


1 
ZIT > (m + ) 
(3.5.2) — &T;p,m,m)-— e iiec 


ZEE 


? 
x TE Ti — TT ra, 


j= 


把 了 分 为 
*u t 
meu 
其 中 Ta: (p— 12 X (g— 1) 和 Ta €UT(p — 1), 注意 


1 — fh WT tar 


I1—TT|- ; ç 
一 zf P— aH — TyTy 


=G ADI TaTal |i — i — rra], 
EN) | 


作出 tus Tars t #| fu, Ty ts 的 变换 ,其 中 
= gy Gm Tatay h, 


其 雅 可 比 行列 式 是 《r 一 Bad I — T,T>,|*, i WI tus Tx Rr 
的 联合 密度 是 


| mp esa) un ae peni 
r, n)", (Lx) m 
一 TT tP] — woke rn, I 
这 立刻 证 明了 aa,Ta，“ 独 立 且 ñ Ç B(I» lm) Ta 的 密 
度 与 


I mu TaTa| fet n 
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成 比例 , 且 有 与 T AREG.. RIPIBR9E K.H E p H p — 1158, 
s, È n —1 代替 即 可 。 因 此 ，T; 的 密度 是 (Tap 一 1,m 一 


1,m)。 对 这 个 密度 重复 如 上 的 论证 我 们 就 得 到 成 ~ B (+x 


(n — D, Em) BS nsus, 独立 . 相继 地 重复 这 种 论证 , 则 
定理 得 证 。 D 
3.52 ”矩阵 Dirichlet 分 布 


作为 矩阵 Beta 分 布 的 一 个 推广 ,我们 得 到 和 矩阵 Dirichlet 分 
ss. 


定义 3.5.2 iz (Wis TC Wairi) MG, (im 


Lant) 5 > p, j—14,cuykbl,na2z10 BE WSW 


Wane CDt, Di) = QV SW WTE,- -eW WwW) 89 
rd ER 22 RS Dirichlet 分 布 ， iix (D, t, Di) T MD, i, | X 


(3^ s.. 二 ) 
2 15 "3 E k+l je 


利用 与 证 明定 至 3.5.1 相 类 似 的 论证 ,我 们 有 如 下 的 定理 。 
定理 3.5.3 (D,-,D 的 密度 是 | 


E e 


ttl l r, 4 
II P, (5 n) 
t Lr 
x |: — >; D, 

D, > 9,i zz 1 k, D, 4 D, c Ti 

因此 ,此 密度 与 了 无 关 。 
FENIEK Dirichlet 分 布 的 一 个 应 用 。 
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* 


U, 
引 理 3.5.1 i$ U= | : |- AY anp KIE Uum X p,n; 2 
U, 
f, 一 1,***,f, - fili 


V.B, 
(3.5.4) u=] : |, 


V,B, 
其 中 V, (DB 独立 Vom d anpi miss 


(BiB,,- m ,B;B,) dini MD.,, (i mia?’ Ul Bent? " 2 并 且 


BIB, +-+- + B;B, = 1,. 
OE K X— (X... ~ NaO, 1.@1,, Xi m X p, 
i= 1," H (3.2.3) 
| x( xš 
U 5 x(xxyi -| | 
x(*xyi 
X,OGX) 8 EOGX DM X XD š] 


X, OX) 4L OCX ÈX XH] 
W V, 一 X(XX2 t, B, — XXXIX KX XY M im 1 sur, 
容易 验证 {7;,B,,i 一 1,--*,r) 满足 定理 中 所 有 的 条 件 。 昌 
3.53 ”矩阵 tt 

矩阵 上: 分 布 是 通常 的 上 分 右 在 矩阵 情形 的 一 个 推广 。 

定义 353 e X = | ] ~ SSe), Xu n X pri = 1,2, 
mpg W T = (n)ix XX, 上 我们 说 了 遵从 和 矩阵: 分 布 ， 


iux T~ MT(p,n,nj). 
定理 3.5.4 T ~ MT(p,n,n) 的 密度 是 
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ri 于 (mm 十 二 一 co 
r (+ (v — i1) 


pirri , 
7h 


Š (35.5) nz eT 


E 5 fxXx. 

证 x 的 密度 是 (AXX) = KAC(XiX, XX). 由 定理 
3.4.2, X, 和 B = X;X, 的 联合 密度 是 
(3.5.6) capl B| Et 1 RACA, + BD), 
其 中 cQ, 出 (3.4.13) 定 义 。 对 于 每 个 非 负 Borl PAAR AC +), Ë 
们 有 . ! 

EQMT)) csp | h (n1 X, B7) | p| i7 (o (XX, 

+ B5)4X, aB, 


ERT — GX, B 3, 我 们 求 由 相应 的 雅 可 比 行列 式 /CT-> 
Xj) 一 (PU IB [bm X, = n7tiT BY XIX, — nz BÉTTBÉ A XX 
X, + B = BÁCL, + nT TBE, 因此 
E(KT)) = e... ° sire ACT) B (Emt DACIC, 
4onpT' T)Bl)TdB, 
注意 
ALBÉCI, + m T T)B*] = A[CJ, + n T T)B] 
= A, n T T)B, + nz T T), 
Hi f 
W 一 (7 + s T TXBC, ni TTR, 
由 例 1.6.2 
JOW — B) — lI, + nz T TI rm, 
则 我 们 有 
ECCT) = cmp * nide | ACT), + ap TTT EdT 
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i a KAQV))IW tnw, 
由 定理 3.4.2, t. ern nd 


Cu, T ri "x x (mx) tnr I 


x|r (LG e »—ie0)/ 
r[: (m — i 1))|- 


我 们 得 到 (3.5.5)。 DÚ 
当 mel 时 ,(3.5.5) 成 为 


一 了 十 2 
(3. 5. 7) (na) i, II = + nu = kern, 
1 r(+ (m — í + )) 
此 即 为 例 2.6.2 rn xg X89 26 r 2f. 当 n = p= 1 时 ,(3,5.5) 
成 为 通常 的 * 分布。 


3.5.4 矩阵 天 分 布 


rX, ` 
定义 3.5.4 设 x= |, ] ~ ss, co, 其 中 Xi: w, x p, 
: 2 


m 22 pi = 1,2, WW F — (mím)(X;X,) ACX NXX, My 
我 们 说 F AMER Fom A F ~ MFO, mm) 
定理 3.5.5 F~ M FCp,m,n) aa EE E 


1 
Plu + š 
(3.5.8) Zua Cmim) | F Too CET i 
(7), n) 
+ Onn)F| "keto, F > 0, 


H5 f Xx. 
证 i W, = XIX, 和 W, = XN,, W, f W, 的 联合 密度 
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是 (由 (3.4.8)5 
c... e Wt ed ,| nr ECC, + W 19), 
对 每 个 非 负 Borel 函数 (D 我 们 有 
E(A(F))= co ,ocr,p AACA 


+ WDE Cm/ mW IWW PAW dW 
f ze 
F = (mjin) Wr y Wà, 
其 雅 可 比 行列 式 是 JCF— WD — (m/m)šee+b5|g,| enm, gg 
我 们 有 | 
ECRCF)) 


s €, pu, Cm m) Í | Fil kamena | Wal ketma oR PY 


e JACWÈU t Cm/fm)F) WE)ldPaw, 
一 co pfn p mim) | | Fco) gu, [orm o7 FP) 
HO Gn om) FWA nl m )FD5)]JaFaW,, 
OW — (I + (m/m)P )kW (1 + (n/n)F)h ii HisgR 3.5.4 rh 
同样 的 证 明 方 法 , 则 推出 (3.5.8)。 5 
M p 一 1 时 ,(3.5.8) 成 为 通常 的 分 布 。 


3.5.5 —HORXEME SEA do 


Bayes Herh, ATIE H RENNERS. x Suh, m 
们 来 讨论 这 种 分 布 。 

定理 3.56 设 X~ LS, (D, np. MJ V — W — 
(X'X)' 的 密度 是 


kt 


ME — |p; ttep) 对 于 
H (z6— i1) 


imi 


(3.5.9) 


V > 0, 


*154 >» 


üE 由 (3.4.8) 和 变换 W — V^ NSERILEHEPISREE [V | in 
的 事实 ,定理 得 证 。0 

当 X ~ NaCO, 名 六) 时 ,相应 的 的 分 布 称 为 递 Wishart 
分 布 。 

类 似 地 ， 我 们 能 够 求 得 C 一 B^ 的 密度 ， 其 中 B ~ B, x 


(padn) a 


/1 
(3.5.10) d rese C| ke+ao| — 1 nor 
rm Go) 
对 于 C >H | 
B C6, 777,04) = (Dit... DED 的 联合 密度 , Hop (D, o, 


1 k+1 
r, (+ > 2 k ETIN 270 k 
-二 一 |: XN DM C; | I! | c,] 7 Enron, 
1 n 1 
r (+ n) $ 
H "A2 


CG >i, i=l, kh 


REH (Co CD Di. (Taal mnh 


(C,, ttes Ca) AMORE Dirichlet 分 布 ， 它 有 如 下 的 性 质 : 


(1) z (Cis ttt, C4) i Dih, (+ f E Lag L mn)» 
2 2 2 2 
b 


k 


-4 ` 
(escas (1 a >; ci") T 


a 1 1 1 
2 Dii, (+ fis ` My 7 Pagi, ` 


\2 2 2 


+ 155 ° 


A d ane dl, iL a) 
2 +15 *, 2 k . 


(2) (C; "m :, 4) ind Dii, (i 5,777 ,一 nen JM 


(6,---, Ci Dij, (Emst ns 


1 : 
ru ZI) 当 Isis, 


1 . 1 | ii 
Ci Da (I m Dtm) Wi<sisk+1 
2 psi? 
m 1 1 1 
(3) Æ (Q0 CO ~ Dü, (mes mi P ma) 


和 
z-(i- > cr) c, (! = > cr ,一 —] 


cl 
则 (Zitt ta Za) m Dihi (t Mitis”? t> gre maS 
Ci) 独立 。 


=. 1 1 
(4) E (6,60 ~ Ditus (+ myttt 


y es) 
;— fi 
2 mi ktt 各 


Ci 2 : : 
|, Ch: 1X 1l, i — 13,---,h, 
Ci Ci, n 1 & 


C; wan | 
则 
(Css CD ~ Di Tm Drei G0 
1 
Ta DD) 


5 (Qut Ch 独立 ,其 中 
Ci; > Ciy— CCCL Ch, ;= Le E^ 
HUE 


以 上 的 结果 属于 许 建 论 (1984)。 读 者 可 以 在 他 的 文章 中 找到 这 些 
结论 的 证 明和 更 有 趣 的 结果 。 


3.5.6 ”矩阵 变量 特征 报 的 分 布 

设 X — $S,. (fz 2 p) TR W =X'X.W 的 密度 可 由 (3.4.8) 
式 得 到 。 W 的 谱 分 解 是 W = VAV', 其 中 A == diagh, +, 
p) h> k >. > ,> 0 ERWISSVRUEH, V ~ Z , ,, P: B. V 


与 4 独立 。 雅 可 比 行列 式 JO — AV) = I Qi 一 2%)g,x 


1«i4i«P 


(V)OLBI 1.6)。 因 此 ,7 和 4 的 联合 密度 是 
e, IATER CA) Tl GO; — 10e C). 


E VV 1， 上 对 了 积分 上 述 函数 并 注意 V ~ WU ,,， 有 密度 
(3.4.6)。 故 得 到 人 的 密度 


ETT pt 
(3.5.11) — 75 j y 
ZEE MN 
x Il (4; == hi)1C diag( 1, t ,À,)). 
But, 我 们 有 如 下 的 定理， 


定理 3.5.7 U X — SS.. (fn 2 0. 则 W — X'X 的 特征 
Ë 2,2242 e > 1, > 0 的 密度 由 (3.5.11) 给 出 。 类 似 地 ， 我 


re -> 


1, > O 的 密度 为 
/1 
rèr Fio (m + P 
(3.5.12) UIS : HERR H patero (1 
r, (1 7) rL m) r, (Em) 


= ae) TE GL, ^a» 


í <i 
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(> L 2 Ae > ¿, > 0), 


36 ” 球 对 称 和 矩阵 分 布 的 广义 Bartlett 
分 解 和 谱 分 解 
在 这 一 节 ，、 我 们 继续 在 羽 下 几 个 方面 研究 球 对 称 知 阵 分 布 旋 
之 间 的 关系 : 坐标 变换 .广义 Bartlett 分 解 ( 见 定义 3.6.1), 谱 分 
解 ,等 等 , 我 们 还 要 得 到 左 球 分 布 的 一 些 新 的 子 族 , 并 租 栈 地 讨论 
它们 的 性 质 。 这 一 节 还 要 研究 一 些 有 趣 的 例子 ， 
3.6. 举 标 变换 


当 Xe, i= 1,2,3,: 时 ，X 分 别 有 随机 表示 《3.1.3)， 
C3.1.4), (3.1.5 RIG.1.7),. BSD, U,U,, U, M (U,V) 起 坐标 系 
的 作用 ( 见 3.2 58). 由 于 S.C iC LIRE cm c 
故 一 个 自然 的 问题 是 : 利用 一 个 大 类 的 坐标 系 如 何 得 到 一 较 小 类 
的 随机 表示 。 

定理 3.6.1 设 X S RU, ~ YSG) MU X e Z, fü 
(3.6.1) x £ U,R*,R* 一 diag( R}, ---, RË), 


其 中 R* MU, (RP, RJD ~ G, (Lame Ems ) 


《 见 2.8.1 5). | 
证 设 Y - (yo Saa * p) € Nx, (CO, 1,091,). 由 引 理 3.2.6 . 
我 们 有 l 


2 = Ee Rf nl... 
x È RU, & RY/CHCY'Y) S DBT ^ 


ys vat) 
Tv, 1 TYT í 
up |Y — I — (22 lnlP) .再 次 利用 引 理 3.2.6, 则 
i 


» i58» 


Ua = Ci/ hills iso fly, 与 独立 县 (ld 各 Hull 
Ivi» ~ p, (Ls, n). ERE, D 


定理 3.6.2 4 X 二 UR ~ MS. MX € 2, H. 


(3.6.2) X 5 UAR, 
其 中 U,A 和 RR 独立 ，A4 EUT(p) 和 
(3.6.3) A Š TdiagClal,: sl, 
其 中 T = (a, 1) B T'T Ë W — W ,Cn,1,) 的 Bartlett 分 
解 。 

证 设 Y m Cyst tayp) ~ N apl). 

Gili, 7, »,/ly, D = u, £ VA 和 TT— YY, 
政 我 们 有 

区 下 一 

和 

UA S Y(R*Y = (uy XOT? = QTY, 
其 中 R*-diggClall, -+7 lD E 97 是 Y 的 正 交 三 角形 分 
EROR 1.2 35), BH Q:nX p, Q'Q = 1, # T € UTC). H 512 
3.1.4， 我 们 有 TROC £ A. 定理 得 证 Q 

注 ， 设 Á = (ai) 4; mm (ay, **, 04) sa? = (ai, hs ty] au) 
且 af? - (ali, ** *, 912, i= 155555 P. 在 (3.6.3) 中 。 UREE 
3.6.2, 我 们 有 如 下 事实 ; 

C1) asla, 独立 ; 

(2) ai 一 二 wu RB m, Rom 的 前 (k — D 个 分 量 的 子 身 
量 ， k = 2, b; 


= (i 


1 1 
* + e = 一 一 — 5 --—2,*-*, P. 
2 73? ya k 4 D) P 


定理 3.6.3 设 x Z RU,— VS, (Q). MJ X € S, H. 
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(3.6.4) x 3. RUB, 


其 中 R,U 和 8B 独立 ，B “£ T/C TS BT hse PE 3.6.2 4 
=, = 

证 由 引 理 32.6, U, Y /(u CY YR T T/T) = 
YY/GQY'Y) Z BB. 由 BeUT(p) 具有 正 对 角 元 素 ， 故 
B 5 T/G(Q T). D 

X Xe, 和 二 DA (R4), Xt U,A, Vi, 
V4, E A-A(QXX)9. B, (U,A) 起 F, RAE 
标 系 的 作用 并 且 4A 是 多， 中 元 素 的 坐标 。 因 S”, Z ,# X € 
F., 那么 # ， 中 元 素 的 坐标 是 什么 ? 

定理 3.6.4 设 X £ RU, ~ VSC) MB Xe Z, BA 


(3.6.5) x 5 guav, 
其 中 

Q) R.,U,A,V$h3r E. R,U,V 有 如 上 的 意义 

(2) M — diag(2,, t sA ha> h> 0。 
(3.6 Qul) Z Gn Gne rb) 
其 中 i.t. tOo, É#P W — W ,(n,1,) BS PARES 

(D G. 5,2, 有 联合 密度 


(67) — 
ILr(0-ieo)r(e-i D) 
x (TH E55 gr l Q, — 4?) 
àL—AQQmÉi-l—-àc-e—dàa 
B. (A, SA, a) E w = w + -- ° + uw, fx. 
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Ër WY ~ Nxp(0,1.@1p), MlY/G(Y E u- 
UAV B. aQY'Y/GiCY' Y) Š diag(0 A2 BOR AQY'Y/ 
Ca(Y'Y))) =al Yul Y) ËB YY — W — W (n, L)sux 
(Y'Y)= w + iw, 和 (W) — diagQis e, w). WE 
理 的 前 一 部 分 得 证 。 为 计算 〈3.6.7)， 我 们 利用 具有 确定 的 了 的 
(35.41), f(diagGm, <*>; w,)) = (22) ft texp (- = Zu), E 


COBRE 的 密度 是 | 
(3.6.8) xi 


gi" ll rye i D)r(zC ~ i+ » 


r 


x (H Aero) 


`i=1 


x II Cw; 一 w;)e tttm w m t, > 0, 
FER f 
eT wif (w + + w), Ee 
w m n deor dn s 
HEETE e"! RH 2 一 1 一 和 一 … 一 1 — 4 
《3.6.8 ) 成 为 


1 
zin 7 np 


Il r(ze- i D)r(zt i )) 


x II 437" II aa) 


imi 1<í<i<P 


1 IS SA 


x 
aber (i np) | 
上 面 的 函数 中 的 第 二 个 因子 是 7 分 布 的 密度 , 具有 xp 自 由 度 ， 
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因而 证明 完 成 。 昌 


3.6.2 广义 Bartlett 分 解 


我 们 已 经 看 到 ，Bartlett 分 解 在 许多 情况 下 超 量 要 作用 《 见 
定理 3.4.1 和 其 推论 , 定理 3.5.2, 定理 3.6.2 和 定理 3.6.3， 等 等 。 
因此 ,很 自然 地 我 们 要 推广 这 个 概念 。 | 
| XX 361 xE sx PEIER XX = T'T, 其 
m T — (i) € UT (0) EKAR., WR {ui < iR, 则 
我 们 说 X X 有 广义 的 Bartlett 分 解 。 

广义 Bartlet 分 解 的 性 质 解 用 来 刻画 正 态 性 。 下 面 的 结果 
属于 方 开 泰和 吴 月 华 (1984)。 

定理 3.6.5 ii X = (x,, tty X) = M Serli) nz p, Í (z, 
“Wp) 在 R 上 连续 且 XX 有 广义 的 Bartlett 分 解 。 则 

G) Zis" tsp 独立 ; 

Gi) 《xz xp)》 是 正 态 的 ; 

Gii) n 不 一 定 是 正 态 的 。 

证 设 TT = X'X 是 广义 Bartlett 分 解 。 


X4. * 
XX— Ka = rr 
E Xx, 
ri * 
= t + i 
* o dà, 


和 (n. iS jh 独立， WC {xixi i= l, e, p) 必定 独立 。 由 
《3.1.5), 容 易 证 朋 ， Ritet R, 独立 。 这 结论 蕴涵 Tis “sXe fü 
ir. 由 假设 有 密度 n 也 有 密度 。 它 的 密度 是 fix). 因 


此 ,的 密度 是 【] fxixi)。 能 够 证 明 , TEBE, A gG 
Agua ERE, leni ej. 类 似 于 定理 3.4.1 的 推论 1 的 证 明 ， 
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7 的 密度 有 形式 ( 因 ~ MS) 

e I aO LÍ e t B) 
对 某 常 数 6。 因此 
(65 I sD) = H nM). CREE 


Y; <i<p 


+ 58,5). : 
Wt fac ag. isi B Fule) 一 gut ict. 由 (3.6.9) 我 们 有 


hit --- + yj) = Ili O) RAM, H f, 和 fi i= 2, 
1=1 


,PP， 的 连续 性 、x; EESE., BREH C-t) SES 
的 . 

现 证 《iii。 设 Y ~ N,xKO.1,@1,) H. T"T* 是 YY 的 
Bartlett. 分 解 (定理 3.5.1 的 推论 0). 显然, Y = UT*, 其 中 U ~ 
Us 5 T* 独立。 把 T.Y 和 分解 为 

T = (a T, Y = O Y), f U = Ga U), 
其 中 na 和 w 是 # 维 向 量 。 注意 n (40.225,00, RII 
有 
yi = thua, Y, = UT; 


Wol 代替 m 使 得 os 与 {TU} 独立 且 站 ~ B (ln, L m) 


不 是 X,). 设 x, = ias, X, = Y, E. X = (2X). 容易 证 明 ， 
X'X 满足 定理 的 假设 ,但 x, = ma PEKCAN. B 

定理 3.6.6 I X~ $5,.,00), XX 有 广义 Bartlett 分 解 
并 且 存 在 和 的 一 个 元 素 好 ， 其 分 布 是 正 态 的 。 则 X 必 定 是 正 态 
的 。 

证 由 定理 3.6.5 和 定理 2.7.1 的 证 明和 x; 是 正 态 的 假定 ， 
RJE xin. ct, xx, 狐 立 同 分 布 县 x; 是 正 态 的 ,一 1， 
P. ` 
现 证 X6E :多 ,的 分 布 完全 由 《xizt toep 的 分 布 确定 。 


DIE 


由 定理 3.1.1,* 的 分 布 由 X 的 分 布 完 全 确定 ， 因 Xe S ,— 
多 XUX 的 特征 函数 是 $CT) = ECexpiTX X)), Hh T = 
T. id T = PAP', Hri P RGEZEBEH. 4 一 diagh, ---,2,) 是 
HARE, MA X EEROSLERBU d 


(XXT) = u(X XPAP) = u(P'X'XPA) S, uC XA) 
p 
一 Š, da 

因此 é(T)= 0(A), KE o E (xim. BASATI 
特征 值 。 则 上 述 结 论 得 证 。 

设 Yis j l,' eÊ, 独立 同 分 布 并 且 Yı £ Zie 注意 到 y: 
是 正 态 的 , 则 我 们 有 Y 一 Que. Bb x Z Yv,B 
Qu I E Citt eona) ERRE. D. 

推论 1 ix X — V S,x,( $), p> 1, P(X = 0) = 0, H 
XX 有 广义 Bartlett 288, Mx SEE Eds. 

证 Biltegi, xin. 0-1. epe, 独立 ， 因 为 vec( X) = 
Criste) ~ Sb) FI P(vec(X) = 0) = P(X = 0) = 0, 
BJ EE EE 2.8.1, 推论 得 证 。0 


3.63 i4 
对 于 每 个 2 X ? 对 称 阵 4, 我 们 有 
(3.6.9,) 4 一 74 太 一 > 1 07, 
其 中 V = (s, ° * t 2) € Ola) H A = diag(A,--*, 35». à 
4 之 1'…' 之 4。 是 4 的 特征 根 、(3.6.91) 称 为 4 的 谱 分 解 。 我们 能 
ICM AM RCER RR 


对 每 个 XE Sr, RIE x Z U4, 其 中 VU ~U, 5 A, 
> 0, 独立 且 4 是 左 奈 的 (定量 3.1.2)、 设 (3.6.91) 是 4 的 可 测 
谱 分 解 。 则 
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4 I ^ " 
(3.6.10) X = UVA. = 11 (Uv;ei) SB 


iw1 
TAE, 
其 中 F, = Uusi i=l, e p 或 
š gq * 
(3.6.11) X = UAV, 


这 里 在 《3.6.10) 和 《3.6.11) HU 5 (AV) ar, 因为 XX 二 
VAV 和 Xe 多,， 我 们 招式 (3.6.10) 或 《3.6.117 称 为 X 的 谱 分 
S. 

我 们 应 该 指出 ， 一 般 地 说 ，U， 4 和 T 不 一 定 独立 ， 也 不 一 
EVU ,,。 给 定 4 和 站 的 一 个 特殊 的 子 类 ， 则 我 们 能 够 得 到 
. 红 ， 的 一 个 子 类 : 用 这 种 方法 ,我 们 能 构造 多 ， 的 许多 新 子 类 ， 
首先 ,让 我 们 考察 P pF oF, 和 F, 

Q) Xe 名 ， 当 且 仅 当 双 有 分 解 (3.6.11) 其 中 上 与 {4,V} 独 
XN; 

Q) XEF, S BUS X 3 G.611),8t U, A XQ V YR 
LE V~ ppi 

(3) XEF, 5 BIR 54 x E28. (3.611), AH U, AMV 


HV ~ pp A E A*R B A* 有 分 布 (3.6.6); 

(4) EM X€ S, 时 多 有 分 解 (3.6.11)， 然 而 我 们 不 知道 关于 
友和 TV 的 关系 。 这 是 一 个 未 解决 的 问题 。 

现在 我 们 通过 (3.6.10) 考 虑 7, 的 一 些 于 类 注意 , 2 F, 是 
多 的 “格子 "， 这 个 事实 促使 我 们 研究 如 下 的 类 : 
Q1) {KX < LS,, (9) 和 

PGk(X) = 1) — 1}. 

定理 3.6.7 F, FP — FO — KD =u, 

其 中 


FPL Z Uyz, Eius (is) 独立 县 多 
pxX1,z:p X 1), 
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FP {LXE ye, y $8 nip X1 独立 }， 
F - (QI Xx S ues 与 sup x 1 独立 }， 
S — (S ODIX I Ul, rp X1) SUB. 

证 <. Sin 显然, 因为 Xe X. 2 X “Z UA, Pk 
(4) -1)—1, A>0, 因此 X £ Uyy ,其 中 y(p x i) Su 
Xu. X XE Sri, WJ x £ Uye £ Rer = CR’), 其 
中 R, e 和 = 独立 。 因此 Xe 90. B) 2 Qc S. 
UIR, EN Pu, nc sa, 最 后 ， FOCI, RERE 
xd 

8: $6.1 当 Xe 多， 时, 若 Xa 的 分 布 , 其 中 ac Re 是 
一 固定 的 常数 ,只 通过 Za Qua, BU Xe Z, 


证 因 rk(X) ~ 1 a.e.， 故 我 们 能 号 XX Z yy, yX 
D, 现在 ,对 于 ok Rp, Pe O(p)， 我 们 有 Xe 二 XTo pH (a= 
(Fay Te), Ritsa X Xa“ ayya D ryyTa SE 5 47 
(wi PQ yipta --0-7) 与 ? 独立。 由 于 ?一 35 一 


Li d Lo [4 ^ Py. 
l, Ék ayas ya = aT'ya » 8yTa, $E, day 和 ša y 都 是 


左 球 的 (对 称 的 随机 变量 ), 故 由 定理 3.1.1, 我 们 有 Bay 三 se? 
对 每 个 ee R° MEN TEOG) 成 立 。 注 意 , 对 每 个 a€ R 和 
re OG) 有 E(e**) = E(Qe T7 9) Bit, z = sy ~ SA Bi 


以 ,由 XX Loy 一 zz， 我 人 有 XX 是 球 对 称 的， Hor 
$,C6), BEX 是 右 球 的 且 * 是 球 对 称 的 。0 

岂 引 理 3.6.1， 我 们 立 得 如 下 定理 。 

定理 3.6.8， XE Z NF, BIR XEF, M Xa,a € 
Rr 的 分 布 只 通过 a. RAT a HARNA 
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(3.643) PNF, {LX x E e, utm 
Ej zc Se) 独立 }. 
在 (3.6.11) 中 设 了 一 上。 我 们 得 到 5. wm FÉJ+ 8 


(3614 — S,—4iX, x Z UA, U 5 A = diag 
(4, ** 5,2, 独立 }， 


Bepxux Los, WESE XX 的 特征 向 量 矩 隆 是 1, LER 
分 布 是 退化 的 。 练习 3.11 和 3.12 是 有 趣 的 一 些 例子 。 特别 ,车 
A= RI,, BD XX 的 特征 值 都 相等 , 则 我 们 有 
Fom (S ODX È RU, U5 R> 0 独立 } 
BA, S Sr n. PLE, 我 们 能 够 证 明 多, 一 
SOS. 其 证 明 留 给 读 老 ， 利 用 .多 -我们 有 如 下 的 有 趣 的 例 
子 ,其 中 甜 阵 的 行 和 列 有 正 态 分 布 ,然而 矩阵 本 身 不 是 正 态 的 ， 


例 3.6.1 设 X — (nsu) m (cos ct ) 三 RU 是 
n X P 的 随机 矩阵 、 其 中 R ~ z. 与 独立 。 则 我 们 有 如 下 的 结 
ie: 
G) x ~ N,Q,), P1, -sp 因为 ,zi 过 Rus RR ~ 
a 


X, 与 w = eS 独立 ， 更 一 般 地 ，Xe 是 正 态 的 ,对 任何 a = 0, 
at Rf, ; 

Cii) xao N,(0, al,), k=l, -4,3 m, o? > 0, 由 于 
op £ Rug; 其 中 Rex, 与 Uc 独立 且 LIT Y 二 buz, b > 0 
与 ww i, p= B[1 p, TG p) ), 故 我 们 可 以 写 xww £ 
CRER P) Eh R = R Ra R,— X, 与 R, — Kap RAT, 
因 RaP ELAR A ro 也 是 正 态 的 。 更 一 般 好 ,对 任何 b€ 
R', PX 是 正 态 的 。 | 

(ii) X ER IE2SB9. iE x EEA. Mea O 和 Girs 
* "515 dé fia xz] fn EJ , BD X~ Nax (O ,1,@1,)>, Hx 有 密度 ， 
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但 这 是 不 可 能 的 ( 当 ? > 1 时), 因 为 VV — H,. 

或 许 , 因 为 X 没 有 密度 ,这 个 例子 不 是 令 人 信服 的 。 而 瑟 ， 我 
们 希望 求 Xe .多 ,， 它 有 密度 且 所 有 的 行 和 列 是 正 态 的 ， 而 X 不 
是 正 态 的 。 


Won > 2p， x - (x) mu = (p) U: G@— D Xp B 


Xi (a= D X p, WX, RU, 我们 能 够 证 明 (i)》 Xie 9 
Gi) 行 和 殉 的 边缘 分 布 是 正 态 的 ; (Gi) X 有 密度 ; Gv) X, + 
EER. 

设 X — (rms istaD € Ma. RR, ro 不 一 定 是 球 
对 称 的 . 车 XE 57 ,, HU z 是 球 对 称 的 。 人 们 可 能 要 问 ; xp 
是 球 对 称 的 充分 必要 条 件 是 什么 2 证 明 ; 

(3.615) F, = (£ZODIX-—LS,.CO), xq 是 球 对 
称 的 }。 | 

定理 369 Xc, YH X~ LS, (0) 和 Xa 的 分 
ARR ea Khi a€ R’, 

证 设 Xo — SA) H X— LS, (0). WJ ERY = 
PCED) 对 每 个 bE R° 成 立 。 因 此 ,对 每 个 aec R? 和 和 ie R", j 
们 有 有 

E(etr(izt Xa)) = E(etrGar X)) = Pltaa) = ó(rta'a), 
这 就 证 明了 Xa 的 分 布 只 通过 we 依赖 于 a, 

反之 ; 设 X— LS, ($) B Xa 的 分 布 只 通过 ea 依赖 于 
aé R?, MW Xa = XTa, HEA TEOG) 和 每 个 ac R°. [N 
Ec, aTeo za, 这 意味 着 ECep(irza)) 一 ECC x 
(Ta)xa2)) 对 每 个 TE OQ 种 at R,. 设 xm 的 特征 函数 是 
中 (t)。 则 对 每 个 TE O) 有 9 一 rr B zo — S,(2). D 

TA, Z, CFn BLE F, dI S) 多， 的 人 性质。 以 
下 是 其 中 的 一 些 ; 

G) 90, — 0, (LER 3.2.2 的 推论 )。 
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我 们 只 须 证 明 F, ANF CF an AKEZ, NF: NAE 
38 3.6.9 有 xoa — $,C42. E XEF, M ru~ SA XE 
F, (MEH 3.2.2), 

(i) 设 X = Cry) last i atp )= (ncc xa) € S, B 
AARE. W 

(a) cov(z,,x)) 一 GhrI 天 一 Tv; 

(b) covzoys to) = aol ps PiS lertn, 

其 中 654 一 0 当 ij, B. oami CILSIE 3.2.5), 

证 ”我们 只 证 (iji), G) 的 证 明 类 似 于 {ii). PEE x; $,( $D, 
Ped,ep, HIT XEF WRIA E(xaxn)— 0,i >= j, B. 
Xj ac Rt, daml 有 Xa E ps HE, ECo' xiyx4)9) E( za X 
zn) 770 E a'cov(xo,z4))a 一 0， 对 每 个 a€ R? dui > ;, ER 
们 能 够 证 明 cov(z, xo) 是 对 和 丈 阵 ， 则 对 ive. COPIER 


Ek, dX E, x 二 VARER i = jA Com) = eluna), 
其 中 U = (ua, coo vw). 给 定 4， 我 们 有 eG mp4) = 
SCA iui A), ICA TRIB elraorg) = s(xoxo), EL ASSUM, 
BB cov(xorq)) 是 对 称 阵 . U 

本 小 节 的 内 容 来 自 方 开 泰 和 际 充 峰 (1986)。 
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31 X 局 ~ 入， 和 了 独立 且 P(V e OC#)) 一 1， 证 明 
VU ~ Y np 
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32 XX SS, (0), WEE] X' =: x. 
33 XP X $5,400) 且 4 是 左 球 的 使 得 44 = YY, 
证 明 4 4. 
3.44 设 * 是 有 XP? 的 随机 阵 ,密度 为 
f(X) = cji, + X'X| en, 


其 中 。 是 常数 ， 证 明和 如 下 的 结论 : 

(i) Xe, 

Gi) lels -esla D 与 《aflisp,*… rpl 不 独立 。 

(ii) XEF „q 

35 X Xe SF, Ye V.H xo 2 yas EH X D v.a 
证 有 明 对 多 , 无 此 性 质 。 I ! 

3.6 证明: 558 5 的 真子 集 , 而 D X#E 多 1 的 真 
FE. 

3.7 G) W X — N,«,(0O,I,G901,).. ERA: P(X'X > 0) = 
1# n> p. I 

Gi) 设 X~ LS,. Kf). 证明 P(X'X > 0) = 1 n > p. 

38 j Y = M + XB, 其 中 X~ LSx p), Bip X 2, 
M: nx q Hid Y—< LS$,«.,IM,B,$)sR Y — LS, < M, B,f) 
E X— LS, (f). 对 M$, VS 和 SS mius. 证 
BB: 

G) Y ~ L$, (M, B, $) 的 特征 函数 是 e (iT M)ó6 x 
(BT'T B), FH Y~ SS,. KM, B, 4) 的 特征 函数 是 etr x 
GT'M)o(A(TZT')), 其 中 X = RB, Ak, Y 的 分 布 内 通过 2 
依赖 Y HERE 5 5。xs《M,B8,g8》 记 为 5 5sxsCM,Z, 中 )， 殷 
V Sex MB p) i 为 VS,.CM,Z, 0). 

Gi) Y < LS$,.,0LM,B,f), 其 由 P(|B| = 0) 一 40, 的 密度 
是 |B| *ICB' KY — MY(Y — MB 并 且 Y~ SS, (M, 
E, D, 其 中 r0, DEEE |z| ifQQ(GY- M) (Y 一 
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MY) = |Z | i'f((G)), RB G =(Y-— MX(Y — M) 
Gi) E Y~ S8../(0,Z,f), Hi X0, BJ Y'Y 的 密 
pr | | 
cz. AW |n nm|x |t aCxtw», 
其 中 c。， 由 (3.4.9) 定 义 。 E Y —(YsooY.Y, 其 中 Ys 
ni X gq, nz m, s lyttes m. OR YY, tY nYa 的 联合 密 
E. f 
Gv) 用 如 上 的 假设 下 ，7 一 (Y'Y)^ 的 密度 是 
e. Z| 3| v | 3e+es5p OQ (z lD), 

(v) 在 如 上 的 假设 下 把 Cochran 定理 推广 到 《iii)， 

(i) Zi Y =(Y,Y,)— $85,:.0,M, 12, 其 中 Y: nx r, 
mona [I ”> ]， 基 中 Zu: ， x EB no Y pez) 
x Ë Y， 的 分 布 是 球 对 称 的 ,其 中 Saim In Ennn 

39 j] F~ M F(p npt). R F 的 密度 。 

3.10 K F ~ MF(Cp,n,,m) 的 特征 值 2¿,2> 如 人 > > i, 
的 密度 。 

3.11 把 A 一 diag( Ri, ^ * * Rp) 代入 (3.6.5), 其 中 R: ze 0, 
i = 1,---,pP H (Ri: RID Ex Rayleigh 分 布 ， BD (Riu 
es RD E Cwn Dp) wu E mw (0 E) 的 对 角 元 素 . 
MJ Xe 2”, JB I 

(1) X 的 列 的 边缘 分 布 都 是 正 态 的 ; 

《2》 x 不 是 正 态 的 。 E 

32. 把 A = diag(1/4,,--,1/d,). 代 人 (3.6.14)， 其 中 


d:> 0, i= 1,--,p H (tss m D(t), 证 明 : 


C) 瑟 的 行 的 特征 函数 形 为 e(la|+: + |s,1)CHLUCambanis, 
Keener 和 Simons (19832); 


Gi) x 的 列 能 特征 函数 形 为 ¿sa e) O 
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313 设 Xe, B. v(p X 1) SX, 其 中 POY = 
0)—0, WHH; y'X'Xy/y'» 的 分 布 与 7 ER. 
3.14 ”证明 下 列 的 结论 是 等 价 的 : 
G) X — (€, B oxi NC, 
Gi) Xe, R aXXa — X, RHAD a€ R*, ala l, 
3.15 X X — Nxp《 导 ,CC 名 DPD)， 则 X 的 特征 函数 是 


etr (ir M 一 LT'CTD) 
3.16 # X~ N,.,CM,CCQD), R 
(1) xp Nina» c;D), i 71,7. 
(2) x; — Nai sdi iC), fl, ps 
(3) cav(zg, £i) 7 caD, if = 05,7. 
(4) cov(x;,x;) = dC, i,j 0 l3, sp, 

其 中 uo 和 go, Aal M 6947300, 

317 定义 


r Xa) 一 |. etr(— AJI A| 310944, Rela) > 2: (p— 1). 
UEHR: 
T Ca) -- NT II r (a TAE a = 2). 
T,(a》 称 为 多 元 Gamma PAX, 

3.18. 2 XE n x p gn E. 6 2 r 3. 证 明 : G 
4(X)-0 和 @((veX')= LV, ER V m nx) # 
XEF i; i l 

(2) @(veçX') = PiE m lags 其 中 r= Ex XE 
= 


($49 k X— (ue F, Een x p EBR. 则 Xe, 
ERÄ Cenit) 是 球 对 称 分 布 。 
3.20 ”证 明 { UR GERA EC 
*172* 


其 中 


EletrCGT’U,)] - F, 


lucir?) 


, e 1 
Fi 4) 一 A* 
Gi 7 3b 


Lal, = «Ca + 12-7 


(a + £ — i)e 
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第 四 章 参数 估计 


在 这 一 章 ， 我 们 报 述 球 对 称 知 阵 分 布 中 的 均值 向 其 z 和 协 方 
差 阵 了 的 估计 ， 我 们 只 限于 叙述 点 估计。 本 章 将 研究 + 和 3 的 极 
KURM (MLE) 和 它们 的 冰 数 ， 如 相关 系数 和 多 元 相关 。 在 
4.3 节 , 我 们 讨论 极 大 似 然 估计 的 许多 性 质 ， 最 后 一 节 讨 论 极 小 极 
大 和 和 可 容许 估计 和 Bayes 估计 。 为 方便 起 见 ,我 们 以 LS5。xpl&,3， 
DIRSLS Ou Lx, D, RMB SS... E, f) fe ss. x 
(a ,Z,f), HH VS, Ga 2.1) 代替 VS. CIA X, f). 另 
外 ,在 本 章 总 假定 3 0. 


41 ”均值 向 量 和 协 差 阵 的 极 大 似 然 估计 


41.31 VS., Z.F) 中 的 天 和 王 的 极 大 似 然 估计 
设 X ~ VS, (a,2,PD, 20270, tb, x umm 
3.2.4 7) 
(11). (B pP C — 1402; (X — 1⁄1. 
设 


(4.1.2) GAX ~ 1k Y(X — la), 
则 (4.1.1) 能 够 改写 作 
C4.1.3) IX 1 2FGr2 G), 


É $ 一 > (xu) — €)(xu) — €) x 8E p Hh 


(414. $Se-(X—IEY(X —iz)- E 三 Jr) X, 
n 


其 中 xw,…, r EKn 个 行 向 量 且 Earn 我 们 
fal 
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L L LDPSLILCELLEL SSS ab ass ATHE, 在 一 元 
mitha, 3106-9) I aE, Jub se 1 5 


多 ,有 一 个 十 分 丰 用 的 关系 式 , 310 一 9》 = 31 G — 9 


s(x 一 9 站， 类 似 地 ,我 们 有 
(4.1.5) G — (X — A Y(X — 1g = (X — ax + 1Z 
— ig Y (X — AX. + iZ — 1g) 
= (X — 1x Y(X — 17) + ns — (x — uy 
= S + nl ~ uE uY, 
因为 
(4.1.6) O —< (X — 1x YF — Ig) 
和 
(41.7) OP la) (1€ — 14) — alt — pF ay, 
把 (4.1.5) 代 人 (4.1.3) 我 们 能 填写 (4.1.1) 如 下 : 
(41.8) |ZIl""^f(tr2775 + n(z — n) 2; (x — a). 
现在 ,我 们 研究 给 定 i (4, 220 的 极 大 似 然 估计 ， 把 fC °) 
加 .上 一 些 简单 的 条 件 ， 我 们 可 求 出 (ps, 2〉 的 极 大 似 然 估计 ， 我 
们 从 几 个 引 理 开始 。 
引 理 4.1.1 G 和 5 以 概率 1 地 为 正定 阵 当 且 仅 当 n7 p, X 
c G S 分别 由 (4.1.2) 和 (4.1.4) 定 义 。 
证 E LS), RE, S 以 概率 1 为 正定 阵 当 旦 仅 当 
s> PP。 首先 ,车 4 之 7， 则 我 们 要 证 明 ， 对 X — N,.,(1Z 四 
D) 的 情形 、 我们 有 PRS > 0) -—l1. MEE Z= (amt, 


za) 一 TX， 其 中 TE O(n)， 其 第 4 行 向 量 是 (uv, “os 


JM Bi T) — (0,55 a), ARITE 


(411.9) Z ~ N,Q np ,1,09 21). 
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所 以 ZG" Sn 独立 。 现在 
(41.40) $ = (X — 1Zy(X — 17) 一 X: Gs 二 H 1) x 


— z' r(1, 三 上 n UZ — ZZ — sinsis, 
" 
"—1 


D + 
— > zaza B B. 


i=] 


其 中 B = (zato ,z(t》。 为 证 明 ， 当 w 之 pp 时 ,有 PCS > 
0) 一 1, RÆ ER, B 约 秩 以 概率 1 为 p。 显然 , 8 加 上 更 多 的 列 ， 
其 铁 不 能 减少 。 因 此 ,我 们 只 圳 证明;, 当 s — 1 = p WF, 8 的 秩 以 
概率 1 22 p. Xp R 中 了 一 上 个 2 维 向量 的 任意 集合 ， 设 LG, 
- 5) 是 由 g1,***3 Gp-i 张 成 的 线性 子 空间 。 注意 2220, 
对 任意 给 定 的 attrapa 我 们 有 
(4.1.11) Plxw € L(a,,* "a, 3) = 0, 
由 于 or. 独立 同 分 布 , 故 由 C4.1.11) 我 们 有 
P (ze 7*5 线性 相关 》) | 

< 2 P (may € L(zo, ***,X9-0, £g«5 erez) 

= p* P(zg € L(zo,s *** Z) 

= p* ELP Cz € L(zoys tsz) lza] 

= p. E(0) — 0, f l 
RUHT, M4 s> p RR, P(S > 0) — 1, ER X — Nelle, 
1DE). 《上述 证 明 属 于 Dykstra (1970)) Sit X < VS. (2, 
3,0). ROZIE, H s> p 时 ，P(S > 0) 一 1。 由 于 
(4.1.12) x = l + RUM", 
其 中 Uis x p HvecU 三 sP, 因此 


S= X(I,— PX 5 (4  RUEPY(I, — P.) 
X(1p + RUD”) = R'XAU'(I, — P.) 


xU Z REVY U, POYXUuYY, 
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其 中 p, = l j B Y ~ NC, 1,001). 由 于 POU, 一 


P. Y > ^ 一 1 H P(R >20)= 1, 我 们 立刻 有 所 要 求证 的 
P($20)—1, 

Du rM 由 (4.1.9), 结 论 是 显然 的 。 事 实 上 ， 若 
n< p CSUrH n— 1 < p) 则 5 的 秩 rkCS) < p， 对 每 个 Z, 等 
价 地 对 每 个 X 成 立 . D 

BI ALL? i fC) 是 非 增 连续 薄 数 使 得 对 茶 个 常数 c 有 
cf(x'z),x€ R”, 是 R” 中 的 密度。 则 函数 

hla) = x#2f(<), x > 0, 
在 某 个 有 限 的 x 0 上 有 极 大 值 。 而 且 若 ff 可 徽 ， 则 x 在 本 质 
上 是 
f (x) + (n/2x) (3) = 0 
的 一 个 解 . 
证 X cfQx x) 是 密度 , 政 我 们 有 


Qaa [feo L^ rn 21 [rta 
由 (2.4.13)。 据 4.1.137 和 和 f( + 的 单调 性 ,我们 有 
27 ^^(2x)"^ (22) — s^ K(2x) < xe P Gar 


2z 
< | Ferr idr — 9 


当 x 一 co , JR BI k (z) 一 x"f(x) 一 0 34 x — oo, [S] jk, ACO) = 
0 且 对 每 个 x20 h(x) 之 0。 引 理 的 第 一 个 结论 得 证 、 现 设 
f 可 微 ， 则 必定 有 
0 - #' (xo) = xp?[(m/2x,)Í Cu) * MEDIR 
定理 得 证 。 H l 

由 引 理 4.1.2, 24 m = np HT, PR 28 

P*O) = aripa) 

在 某 个 ¿> 0 点 达到 它 的 极 大 值 。 下 面 ， 我们 以 L. Cf) cR 
dye 
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定理 43.1 GE X — VSee n eri m > p NI f( ° 2 
非 增 且 连续 。 则 (〈w, 22) 的 极 大 做 袋 估计 是 
(à, £) = GA CS). 
证 ”由 假设 , 似 然 函数 是 (由 (4.1.8)) 
L(n,22) — |E P UES + n(x — z) >; (S — a). 
H Ç+) 的 单调 性 ， 对 任何 给 定 的 22 7 0, F a € R* IS 
Ek, L(a,20) 在 a x XSSWERSICK IR. Bob LBS TUR ER 
是 
(4.1.14) L(z,2)) = Ii ^ fe 2778). 
由 引 理 4.1.1， 以 概率 1 有 $20, d i — stss t (W L2 
节 $-t dip X. MU(4.1.14)5R A 
L(x, S) 一 is$Zsij"^f( Ë 1) 
= [S]A 3 |7*^j(tr Ë D. 
Hime miaQ0 E ŠT REEE A = U, toet 
4p)/ Pp MU 


L(s,3)) = |S]? II AP (3: 2 


P 
= (517*^ TT Gam p C) 


< [8| 247 ss f p] 2) 
=< |$]| "aS" (PCPL, CPD). 
《由 算术 平均 值 -几何 平 为 值 不 等 式 ) 
对 所 有 的 之.… 之 4, 之 0 上 述 不 等 式 成 立 , 而 当 因 一 … 一 
lo = O/P) C) 时 等 号 成 立 。 则 由 引 理 4.1.2, 定理 得 证 0 
定理 4.1.1 种 引 理 4.1.2 属于 Anderson WYAF R (19820). 
事实 上 ,尽管 FC) PRAA Ca, 200. 的 极 大 似 然 估计 
可 能 不 唯一 ( 见 练 避 4.11)。 
41.2 fJ 


8)|4L1 (EWA X ~ Napl), BHX 8947 xw, 
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… xn) 独立 间 分 布 且 xo ~ N GS XD. BE x UAR ER 
Le, E) 一 (EC) *^eu((—1/2)2776), 
其 中 G 由 《4.1.2) 定义 。 按照 4.1.1 节 的 记号 ， 我 们 有 f(x) 一 
4x) ex 之 0， 容易 看 到 malf) 十。 因而 由 定理 4.1.1， 

RIBE u MIRKA AMS, CIE 
(4.1.15) acsi puo 
和 
(4116 £ — +$ = " 2 (zo — Ero 2), 
极 大 似 然 知 计 值 是 
(A147) — L E) — Qu) S| sn 
例 41.2 i& X~ VS,x (a, D, 1), 其 中 f») m e + 
yer! 了 满足 定义 +1.1 的 条 件 且 La) z 因此 (us 
马 ? 的 彼 大 似 然 估计 是 (ais). 这 与 正 态 的 情形 有 别 。 
$8413 (复合 正 态 ) 设 X ~ Vii. D 1) B FASES 
EOL aso > 0, 


其 中 GC) 是 一 个 分 布 函数 满足 G([0, 00) 一 BR GO) 
满足 定理 4.1.1 的 条 件 ， 考 卉 一 个 方程 (x)  Gel22)1G0 一 
0,8] 

x r re "dG(r) = (np/2) [ eraco), 
IERI ("Ger 一 npi2)e7*4GGr) 一 0, A RRRA 
程 的 解析 解 。 
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4.1.3 LS. (g.Z,f) 和 SS, (p. z, f) 中 的 u # z DRE 
似 然 估计 


设 X LS,«Q(u, Df), BDX 4888 3.2.4 节 ) 
(4.118) [EI ICE X — 1 (X — 14/2377), 
HOLL ORM, ZU S8 (4.12 8) F FE: 
(44.19) [DIELES + ale — au(x — a) 122 2, 

在 这 一 节 中 ,假设 f Wd FA: 

(a) f EHE XI X205 IK O< C; 

(b) FERA (20 — (X) 当 X — x. 了 时 。 立 都 是 非 
负 定 阵 且 ,之 9, 

引 理 413 5 0 DB3E 1 成 立 当 且 仅 当 # > p, 

引 理 41.4 EAD 在 某 一 个 正定 阵 , 恬 如 说 22" 上 达 
EIC. 

5|38 4.1.3 31 4.1.4 (IUE JH (CUP S [98 4.1.1 和 4.1.2. ERE, 
ETIUDA. CLARE, J JT SE REK R. 1985) 

定理 41.2 和 台 有 极 大 似 然 估计 a= z 和 £ — SYG* 
$G*S", jk G* — (575,557) ^ H X* 由 引 理 4.1.4 prz 

证 Ef 在 (a) ORTER MOS RES X, MARA 

Lle >)  KXY [5 + 5(£ — (8 — a1; y| Xp 
作为 & 的 函数 ,对 任意 给 定 的 2279 0, E a — x 处 达到 它 的 概 
大 值 并 及 中 心 化 的 似 然 函数 是 | 
L(#,>) = E 2 C 4e cy 
i W —»X ^55 7. 则 由 引 理 4.1.3, W > 0 以 概率 1 成 立 。 
因此 ,我 们 有 
(4.1.20) L(x,X) = Wi*^lsl7?f(y), 
利用 引 理 4.14, S CTUEUACA. 1.20069 Xi d E20 W BER UE E > 0 
达到 它 的 极 大 值 ， 我 们 有 Xt fusi, 令 Gt*A(SUU x 
iv. Bp £ = SWG*8G*5W， EREE D 
» 1$0 ° 


设 X — 658.2 (a, ,1)， 即 X 有 密度 

(4121). 1ZIU^£([OX — 14227 XX — 1⁄1) 
= 5 '^f(3Dx S + a> (z — aX — zY D, 

其 中 104) 一 diag(t it》 B AAA, de An P et 
征 值 . 设计 满足 (a) 和 (b) hut. BREN q 1(4(4)) 是 
2-1. 21, RIAR XL ¿CAD = diagh, ip) 25* = 
ad, HEE 4.1.4 给 出 。 则 由 定理 4.1.2, e JO BEA EC BE 
Ë dk" £ — Glas, WO G'—(sy,*8) Vests vm 
MARORA E 
(4.1.22) L(A, E) = «17181 7? f (o,1,). 


41.4 参数 函数 的 如 大 似 然 估计 


设 是 来 咎 某 一 总 体 Fs 的 样本 ,9€@， 其 中 98 是 参数 且 @ 
是 参 放 空间 。 设 BR。 有 密度 f(x19)。 因 此 , 似 然 函数 是 LO) 一 
f(x19). 我 们 要 通过 样本 + 估计 基 一 个 参数 函数 , 璧 如 说 ,9(9)， 
设 
@*A(0*|2z(0) — 6*,0€ 8} & COAL < @|z(0) = 9*]. 

4 MOY = sup, LO), 07e @*, RTIEIUHE M(0*) 称 为 由 
L(8) 导出 的 似 然 函 数 ， 

定义 4.1.1 É 称 为 g(9) 的 极 大 导出 似 然 估 计 , 如 果 乒 € @* 
使 得 MOHS MOY HAED 9*eo* iu. Sgt 简称 为 
g(8) 汐 航 天 似 然 估计 。 

下 面 的 引 理 给 思 一 个 重要 的 性 质 ， 一 般 称 之 为 估计 理论 中 的 
极 天 似 然 方法 的 不 变性 。 “不 变 ” 一 词 是 指 这 样 一 个 问题 。 35 
g(9) 是 从 日 到 @* 的 一 对 一 的 丽 数 ， 则 我 们 可 以 分 别 得 到 日 和 
g(9) 的 极 大 似 然 估 计量 和 人 9。 可 以 自然 地 区 求 六 一 g) 如 
R Ât 和 6 存在。 以 下 的 引 理 表明 ,对 任意 的 映射 zÇ +), ih j 
正确 的 ,出 g《，》 可 以 不 是 一 对 一 的 。 

343 4.1.5 设 gceo CHRE Rt 中 的 一 个 区 间 ) 和 gC(*) 是 


»181* 


到 @* 的 任意 的 变换 (8* 是 R 中 的 区 澡 。 则 gÂ) 是 gC6) 的 
一 个 极 大 导出 似 然 估 计量 , 若 6 的 极 大 似 然 估计 量 存在 、 
证 0€8, S e(0)€ Br*。 显 然 , fc(6r)19*e @*) 是 加 的 
一 个 划分 且 6 属于 这 个 划分 的 一 个 唯一 的 方 格 ce(6*)。 因 此 我 们 
有 l 
L(9)-— Sup, EO) = M(0*) < sup, M(8*) 


一 sup sup L(0) 一 sp L(8) = L(6), 


€8* 0eC(B* 


B) MC6*) 一 sup M (87). 8€ C(9*, iui cQ» 的 定义 


fufz]6*- (8). D 
设 X = 《Xj) ~ VS,. (8, D, 0) EIER H Xm 
《xc bac AZRE (x) 一 —29'(002;2521—(aa5), . 
k= l,e- n (CAEH 2.6.5) AE, Xy 和 XU 的 关 相 系数 是 
Cov(Xy;, Xy) f 


(4.1.23) p; = Corr(Xy;, Xy) 一 [var Xy var Xy j 


= fii 
Louay)? 
iim 1.1... 定义 2.2.2)。 由 引 理 2.6.1 的 推 
论 3, 把 ro 划分 为 xa, = Cran Xüs) > k=], e,n, 其 中 
taxm X 1, WA 
S(xapl tan) = u + 2n xao — a?) 
和 
D (zao | tan) — exp) 32s 

其 中 一 人 jn > 一 [S z 3ua 7 Èn 一 ulus 
有 olta) 0. 8.226222 称 为 rap 在 xu 上 的 回 妇 系 
数 。 当 x == N,x, (1: , 1,0922) 和 alzan) -1 时 ， $ha 称 为 
条 件 协 差 阵 . 

定理 41.3 设 X V$S,4(4,225. f), n> p 且 了 非 赠 和 连 
续 。 HI Poliz 和 21na 的 极 大 似 然 估计 分 别 是 
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Bü — , i j=l, P 


Si _ 
(5,54) ^ 
Ë. = Sasi, 
fua = af 一 SuSa Sa), 
其 中 s= Go 一 (2 75) 如 (4.1.4) 所 定义 . 
Sa Sa 
证 ”由 定理 4.1.1 和 引 理 4.1.5, 引 理 得 证 。[ 
iR X| (X,,:: Ka WESS 2; > 0 的 随机 向 量 。 把 
x RI fE m F Xi: 


2 Ti Og ) 
d (a ; 5 2 > , 


其 中 <. (a —1)X1 B. Zu:i(5 — 1) X (n — 1). 
3X3 41.2 X, WUG,---,X, 之 闻 的 复 相关 系数 是 X, 和 Ai 
-的 任何 线性 函数 ats? 之 闻 的 极 大 相关 系数 ， š 
引 理 .L6 利用 如 上 的 记号 ,在 所 有 的 线性 组 合 中 ,使 X, 一 
az) 的 方差 极 小 且 使 X 和 < 之 间 的 相关 系数 极 大 的 线性 
HAE su, Fei o8 一 oudn, WA var(X,) > 0, 
证 不 失 一 般 性 , 设 “一 0《 和 否则 ,以 * 来 代替 z— 2, 
由 于 8 一 onb, E(X) =op B. EPT) = Dan, 
故 对 每 个 。 有 
(4.1.24) [x — R'ONA 一 gx] 
— #[(X, — 5235209) x9" (8 — 4)] 
— (os — ouXi Zi) (8 — a) = 0. 
则 由 如 上 的 事实 ,对 每 个 有 
ECX, 一 a' z@y 
= E(X, T gay 4- ER x? sss LESA i 
= E(X, — RPF + (8 — a) Zm — a) 
(41.25) > E(X, — g zy, 
而 且 在 (4.1.25) 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 ag. 引 理 的 前 一 个 结论 
得 证 。 
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HEB, X, 和 2 之 问 的 豚 大 相关 系数 给 出 为 o= g. 
由 Schwarz 不 等 式 f 
E(Xia 20) _ 


ERACE hi 
s Tua _ = 8 Dina 
(cua 225a)? Cons Xna)” 
a 3323 9g VA 
(4.1.26) «(exwzus.cxETey", 
Cu) 2528 


上 式 等 式 成 立 当 且 仅 当 2028 一 Lra, WE B. 因而 引 理 得 
àF. D 
fi E ox EC,Çu,2,9) diit SBY, > > 0, 
则 X, 和 x 的 复 神 关系 数 是 f 
R = Gaz 
(ou)? 1 
证 ”由 定理 2.6.5. r ARE 一 24'(025, em. Mei 
5|38 4.1.6， 淮 论 得 证 。 
定理 4.1.4 di X — VS, (a, 22, PD, n > p H. ERIN, 


、 an 
iX ue x ( s j 其 中 ranig X 1,B Xy 


Xt» 
是 Tin) 的 一 个 分 量 ， k = 1,*-*,8. id 
Xn Sa - = a 
> -( " js $ = >, Go — Erao 一 z) 
Su 52 
-($ sss 
共 中 >a # S, ËR q X 2 的 和 矩阵， pui , 


(i) Xy 和 Kiga) HE ERARA së k, ZRNE ETE 
(127). R = CX Zab)” totg A lec k <, 


(o^ 
共 中 # = ei(qg)， 特 别 , 当 4g 一 1 hf, 
(4.1.28) R, = Cay 


(Tu)? 
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Gi) R 和 R, BU DUREE y nl 


(4.1.29 m Sus Syb il 
diis R = SO" 
和 

S555!84 zt 
(4.1.30) B, = Guss, 


4 


证 由 于 ro D] ox. R5 4.1.6 的 排 论 和 定理 
4.1.1 ,定理 得 证 。0 | 
值得 注意 的 是 由 (4.1.27) 定 义 的 RR 与 密度 JC 无 关 。 


42 ”一些 估计 量 的 分 布 


421 联合 密度 


KR X~ LS, eE fdn > p， 即 有 密度 
|z| *^f(X^^(X — Li Y(X — Le) I) 
(4.2.1) = | 天 | 一 “FE IS + nlr — aXX — yx ay, 


其 中 $= Coo — z)Xza — z) = XU — P,)X BH P,= 


Lar, H(44.40), S= 2j weno BB, 其 中 Z o, 
t£) —rX,re On) HRZ n (TE: (n t... n71), 容易 
看 到 ,2Z 有 密度 
《4.2.2)  |X| -sf BB 十 n(n zg — n) nz, 
一 £713 25. 

我 们 现在 解 得 到 《zx,8》 的 联合 密度 ， 

定理 4.2.1 db Xo LS, Cu, Z, P, n> p, MXARE 
(4.2.1)， 则 (z,S》 的 联合 密度 是 


(4.235 |n" adar ; (t z 3l [$|«79v2711 x | 724 (X [$ 


+ ms pF 4ay12 12), S> 0, 
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其 中 r, (2) = g? TDA IT D((n— jc 1)/2) 是 多 元 Gamma 


函数 ( 见 练习 3.17). 
证 由 C3.4.2) 各 (4.2.2), 对 任何 非 负 Bore! AX, RITA 
E[g(x,$)] 一 ELEC za B' B)] 


= [tots BB) EI -PHCE STB B e iQ a) 
X Caliza 一 p Y127^)4Z 
f » =] 
(424) =j =o (" gln zS) 
p ese 


x ISJP [| *2 E LS + (Gn, — u) 
X(n aep — uy 1X "DdSdzos. 
再 设 z= nizas BH 4.24). 我们 有 


(4.2.5) ELEG, S)) ~ [ntaa oenar (89) |, «c.n 


X [SPE ACETAS + ns — n) 
X (¥ — uy]z7?)dSdz, 
这 就 证 明了 (9,5) HEX AWO), D 
推论 1 i& X VS, n> p, WI (x,9) ARE 
(4.2.6) [praet r (8) ]5 | 07 0271] yj 74^ 


X FUES + n(Z — YF S — 4)),8 > 0, 
X € R*, 
推论 2 设 X~ Na ,1,8x),22 p B X2 0, M 
G) z 15 S 独立; 
(i) $^ N(a, ly)H s< W,G— t,3). 
h 


证 对 GC) (2a) ecr (一 二 ), 可 直接 证 明 G) 和 
Gi). Q | 
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422 im 


前 一 节 的 定理 4.2.1 的 推论 2 给 出 了 正 态 情 形 的 z 和 5 的 边 
BER, BERIE X ~ FSe;(z3,f) 的 假定 下 由 (4.2.6) 推 
Sui. 

ER 422 i X — VS, (aj) n> p. HM 

G) EÈ ata iR iun jih R* 和 e 独立 ，R* £ 
Rb, 其 中 bpn- 与 R > 0 独立 且 尺 有 密度 
(4.2.7) [22 **^[T (np/ 25]! fíÍr),r > 0, 

Gi) SERE 


(4.2.8) [= rcorr, (=>) | £| 4*7 2^ 5 (07671 
x j. rE[Clf(r2 + cr Sr, 
0 
证 为 证 (i)， 首 先 设 X m VS.. (0,10), MD vecX £ 
vecX S. RueP, grh Reo € p,, (J) 25 节 ) 与 en 独立 。 
因此 ,z 1 xi LO @1,)vecX' 兰 1 argu). gs 
n 
定理 2.6.1 的 推论 1 
Co, Le), $ € pos, 
K% 
1 1 , d = (d -— 1 
(iren) (iro J -taoisti 
x £ ORUP, 


其 中 Re Z Rba op 如 所 要 求 ( 见 2.5.1 节 )。 我 们 现在 回 到 
X ~ VS.u CASE, £2) 的 情形 , EIE REA E 10x — n), grin C] 
结果 第 一 个 结论 得 证 ， 对 (4.2.6) 关 于 积分 互利 用 公式 (2.4.15》， 
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MJ shi uE, Ü 
423 * #Q S 的 独立 性 


定理 4.2.1 的 推论 2 3883, 34 X — Nux, (1, 1,0 2) EE, 和 
S 是 独立 的 。 这 一 节 我 们 要 说 骨 , RUM x 是 正 态 分 布 时 ,上 述 结论 
AEH. AE, ORIS 的 独立 性 有 是正 态 性 的 刻 末 。 

定理 423 ig X — VS, (n,Z,f), n> p. 则 天 和 3 独立 
当 皇 仅 当 X 昆 正 态 的 。 | 

证 只 证 必要 性 ， 注 意 ,z 与 5 独立 当 且 仅 当 2 i(# 一 a) 
ETAST? 独立 ， 我们 可 以 假定 2 一 0 32 Z= 1。 SO. GE 
[r € O(n) 使 得 I 

Š s E.pEqy, Z= nz, 

其 中 了 一 Zins ey Eoo) = rx, ÑS 独立 蕴涵 tr$— zom + 
与 独立 。 由 定理 2.8.1, ZEE 
态 的 ,等 价 地 ,和 是 正 态 的 。 定 理 得 证 。 昌 

广 。 定 理 4.2.3 的 *“ 仅 当 "? 部 分 ,不 一 定 假定 X 有 密度 ， 只 需 对 
XX 加 上 P(X'X 220) — 1 的 条 件 ( 见 练习 4.5》。 


42.4 样本 相关 系数 的 分 布 

设 X — VS, l BEF), 一 《ois)。 则 相关 系数 阵 定义 作 
(4.2.9) R = Coi, 
AH oa ou/Couai) 7, t3} = LV, pCUL (4.1.23)). HER 
4.1.3, 我 们 知道 , 当 了 于 连续 非 增 且 m > p 时 ,RR 的 极 大 似 然 估计 是 
(4.2.10) R = (ôi), 
其 中 pi = S4/CSSS4 7 # S= (S4) ip (4.1.4) 所 定义 。 可 以 
把 C4.2.10) 写 作 ( 见 (1.2.16))》 
(4.2.11) R == diagCSi ,+ ST Sdiag(S 7, .. . 82125, 

定理 4.2.4 di X — VS,. (e. lu Pn > p。 则 & 有 密度 
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[stro - DIDIT n — 0/27 (2| 
x Igyecio 7 reor. 


证 考虑 变换 
$ = diag(Si?, -+ S12) Rdiag( Sf, -**,5,2). 
则 该 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 
ICS 一 R, Sns tt 1,5, Ker TI (S; S£ 22 T I Sip 


mer 


由 (4.2.8), 我 们 得 到 &,S ,5,。 的 联合 密度 如 下 : 
(4.2.12) - [Tr sy lee 人 pu 2M 
其 中 e= 2x """^[T(pI 2)T, (o — 1/2). 22 TF Gu, Spp) TH 
分 (4.2.12) 且 利用 引 理 2.4.4, 则 定理 得 证 。0 
推论 若 X ~ Norplant) Jj R 55:5, $8 
Y. 
WE 这 里 fG) 一 (2x) see tA, 因此 ,对 某 一 常数 ° 
“二 Su = : Sa). 
i 2 ) cfr (2: ;) 
Wig (4.2.12), fief ur. D 
注 。 我 们 说 到 Ñ 的 密度 (或 S nre E IB. R OR S) 的 独立 的 
矩阵 元 素 的 密度 。 例 如 ，& 的 密度 是 指 {pw,…… “xñ 5 5 pisi 
的 联合 密度 。 


4.3 和 2 的 性 质 


4.1 节 研 究 了 球 对 称 短 阵 分 布 的 均值 向 候 和 协 方差 阵 的 极 大 
似 然 估计 ， 这 一 节 中 ,我 们 将 讨论 它们 的 一 些 样 本 性 质 , 例如 , 无 
偏 性 ,充分 性 ,一 致 性 等 等 。 它 们 的 进一步 讨论 将 放 在 4.4 节 。 
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43.1 无 偏 性 


ix 是 来 亩 一 个 总 体 P,, 6€ @ 的 样本 , 设 统计 量 z(x) 用 
来 估计 参数 8 的 一 个 函数 ge(9)。 我 们 把 e) EOS (9) 的 一 个 
无 偏 估计 ,如 果 Es) = z(9) 对 每 个 be@ 成立, 其 中 F, # 
示 在 参数 值 0 下 的 数学 期 望 。 如 果 不 会 引起 混淆 的 话 ， 下 标 9 常 
常 略 去 。 

引 理 4.3.1 i$ X — (xut? ~ DS, (n. E, DRA 
ARW EE. 则 

(i) FEG) = z; 

Gi) #($) = (n — 1X —2#”(022), 

证 因 xoc EC Çu Zb) 0m l,e, WRITE 


d)- g(t > xo) = » > g(zo) = =, 
由 (4.1.10), 我 们 有 | 
Š$ = 5 ZZ 


Rm £u ^ EC,(0,2,0), i=], -enm i, Hk: 


S5) 一 2 (sa = (n — 1X —29'00)25, 


BEH 2.6.5. 定理 得 证 ，1 

推论 1 iR X. VS.. (a, 2, f) EAR ME. if w 
JEW. Aa = z#ü[2(1 一 mz CD (0017 $ — [201 — n)é' x 
(OIS gll e x mod. 

证 出 引 理 4.3.1, 结论 得 证 。 Ü 

推论 2 ik X~ N.. (la DE), Yl 


(^. m a 9 
Ë Ca,X) 的 无 偏 估计 。 | 
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证 由 推论 1, RARR — (0) 一 六 .这 是 显然 的 , 罗 
为 pC) en, 


43.2 ”充分 性 


在 统计 推断 中 ， 充 分 性 是 一 个 很 重要 的 概念 。 若 一 个 统计 景 
TOX) 诱导 出 一 个 等 价 于 三 的 似 然 国 数 ， 则 它 将 给 出 全 部 的 必要 
的 绕 计 信息 。 我 们 将 T(X) 称 为 一 个 充分 统计 量 。 ”大 这 里 所 
叙述 的 只 是 措 述 性 的 ， 严格 的 定义 能 够 在 许多 统计 教科 书 中 找 
到 。 验证 一 个 统计 量 是 过 是 充分 的 一 个 最 有 用 的 定理 是 著名 的 
Fisher-Neyman FSR EA: 设 X 有 和 密度 1(X19),9€ @， 则 
统计 量 T(X) 是 充分 的 当 且 仅 当 能 求 得 两 个 非 负 函 数 eC18) CR 
一 定 是 密度 ) 和 AX) 使 得 
(4.3.1) KX18) = gCTCX)1804( X), 

其 中 gI 只 通过 T(X) ($W X R p E 50 无 关 的 。 读者 可 
以 阅读 Halmos 和 Savage(1949) 的 涉及 一 些 更 深刻 的 测度 论 定 
型 的 一 全 证明 . 

设 X ~ SoxpCp;2,f)， 则 由 (4.1.19) 我 们 立刻 知道 , (2,5) 
是 《x,2) 的 一 个 充分 统计 量 , 根 据 Fisher-Neyman 因子 分 解 定 
理 : 苞 的 密度 有 (4.3.1) 的 形式 , 这 里 (X) 一 1,T(X) = (3,5). 


Ea 是 已 知 的 ; 则 D (x 一 Xx 一 ay 对 了 是 充分 的 而 8 
不 是 充分 的 。 若 已 知 ， 则 一 般 对 & 不 是 充分 的 而 当 X~ 
Naxla) B, x 是 充分 的 。 
4.3.3 “完全 性 

设 TOO 是 一 个 绕 计 量 ， 具 有 一 个 由 区 导出 的 密度 ，jr(Hl 
8),6€ 8, TOO " 称 为 一 个 完全 统计 量 如 果 对 每 个 实 Borel 函数 
KCT) 8/0, EKgCT)] S 0 AE PCT) 一 0) 一 1， 对 每 个 
Jeo, X T(X) 还 是 充分 的 , 则 称 之 为 完全 充分 统计 量 ， 
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58432 it X — N... OX), n2 p, fü E > 0, 
则 《zf,3》 对 《〈《w,3)》 是 一 个 完全 充分 统计 量 。 

证 我 们 在 4.3.2 节 中 已 经 看 到 (x,3) 是 充分 的 。 现 证 明 
(5,5) 是 完全 的 ， 给 定 一 个 实 的 Borel 函数 g《#,5), 则 由 (4.2.6) 
我 们 有 
(4.3.2) ElsC#,S) 一 “| gE 521 2| ?Se Weer 


jS 


x d- Los 
X exp {- 二 UEM EC — 2) dzds, 


w Z= I, — 20 Eth Q = Q ER 1,—2070. it z = 
(1 —20)'«, X; Elg, S) = 0 对 每 个 (zs3)， 则 由 (4.3.2)， 
我 们 得 到 . 

|... gG,8)11, — 20 "2| S| etr 


x i 2, — 20 XCS + as£') — 2naz 
An, — 20) "00 } 4848 
或 
(4.3.3) Z g(&,S + ngr — nig )|S|( e 4^ 
Xetr {- 3 S + nix) + OCS + nex) + nay } dds 


一 6 
WE Q fla 的 一 个 函数 。 现 把 (4.3.3 ) 视 为 

g(E,S + nar — ZE n) |S |p "etr f- i (S + nz } 
关于 变星 sz,S 十 azz 的 Laplace 变换 。 由 于 这 个 变换 对 每 一 
对 《se,8)， 共 中 8 满足 /,—20 > 0， 恒 等于 零 , 故 除了 以 概率 
HEK CrS) 的 值 案 以 外 ,我 们 得 到 g(x,5) = 0。 定 理 得 证 。 LÚ 
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设 
多 = (IE[7f((X — IE (X — Ig Y JAM fCX' X) 
是 密度 有 
p € R*,x > 0) 

是 一 密度 族 。 

定理 4.3.1 统计 量 对 族 多 ”是 完全 且 充 分 的 。 

证 设 g(#,5) 是 一 统计 量 满足 

È «GIL tQ — Ly QC eY YAK = 5 
Ag (IIA —1a0)x X —d4y)e £. BTE 
度 在 多 中 , 故 由 引 理 4.3.2 我 们 有 


| etr [-4 (X — Ia) X ta^ y) dX — 1, 
gi. $n 2 


对 所 有 的 z€ R*,X2 0. |SII — I&')X (X 一 Y) 
于 正 态 密度 是 绝对 连续 的 , 若 它 属于 Z. Nie 


| ,CK In ia Y dX =, 
gy 


这 证 明了 (x,5) 是 完全 的 。(*,S) 的 充分 性 显然 。 定理 得 证 。1 


4.34 Hgt 
Xx X。 是 来 自 总 休 Fa 的 大 小 为 # 的 样本 ,其 9€ 日 是 待 估 
计 的 参数 。 设 (80) 是 8 WRAAE T.X.) 是 用 来 估计 g(9) 的 
统计 量 。 {7。} 称 为 对 eO) 弱 相 容 的 ,如 果 对 任 给 的 e > 0 
lim PC[T, 一 &(8)| < s) = 1， 对 所 有 的 ce， 
UT.) 称 为 强 相 容 的 ,如 果 
P(lin T, — z(0)) 一 1， 对 所 有 的 9 € 8. 
当 T, M g(9) 是 向 量 (或 矩阵 ) BJ. IT, 一 8《8)| 可 视 为 欧 氏 
范 数 。 
tX. XAÜUMEHOSERABMED APSA mFS. XAT 
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可 表示 的 ,如 果 V > 0 有 分 布 且 给 定 V, X NOLO) 


( 见 Dawid, 1978). 容易 看 到 ，X 是 行 可 表示 的 当 且 仅 当 XX S 
YA, Hh Y ~ Noxs(O,1,@81,),， EY & 4:p Xp 独立 ， M 
PA 时 ,由 定 霸 2.5.7 的 推论 d, z 是 行 可 表示 的 当 且 仅 当 * ~ 
SKE), 其 中 和 ED 


SUE X, =la + YA. — p+ lup 2, rh Y, — 
N,.,(O,.1,@I,), A5 Y, = (Yast Yn 独立 ， 又 设 名 和 了 
是 常数 的 , 且 X, mm (nas ,xy， 则 我 们 以 和 禄 率 工地 有 


_ EJ 4 a i 
a D) xn = [X Go 2)| 


im] 


- (1 Dyw) tn 当 n — oo 
im] R 


因为 由 Kolmogorov 的 强大 数 定律 有 = X yo —>0, as. 当 


n=, HE, 我 们 有 P(limz, = a)= 1, PU z, 对 4 ERA 
容 的 。 为 研究 S/n 对 的 相 容 性 ,不 失 一 般 社 。 我 们 可 以 假定 
u 一 0， 与 (4.1.10) 类 似 , RITA 


á E d : *-1 E 
M s, = l4Y.d, = PQYQA = A (4 Si yoyin ] A, 


因此 , 当 nomo Pf E E suy od, HUE s.n 4 A, 当 


toy 


# 一 29。 综 上 所 述 我 们 有 如 下 的 定 埋 。 
定理 4.3.2 在 如 上 的 假设 下 ,我 们 有 
G) P(Bmz, = z) = l; 


Cü) P (li 1 s= fA 
"n / 
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现在 ,我 们 要 研究 与 Bayesian 方法 、 极 小 极 大 和 可 容许 性 等 
概念 相 联 系 的 则 决 则 论 方法 的 参数 估计 理论 。 我 们 假定 读者 已 经 
热 悉 一 元 统计 中 的 估计 型 论 ， 为 方便 起 抑 ， 我 们 给 出 它们 的 定义 
并 且 令 述 一 些 有 用 的 结 米 潮 不 给 出 严格 的 证 明 ， 设 (县 Lp Po) 
是 概率 空间 ,其 中 6e @,b 称 为 参数 空间 (R" 中 的 区 闻 ), 缀 称 
为 样本 空间 ， 设 ££ 是 9 的 所 有 可 能 的 币 计 . 非 负 函数 L(9,4)， 
8e06, de @2, jg Xi @ x 2 E, 且 它 表示 以 4 错误 地 估计 8 
而 引起 的 损失 。 设 


(441) — RO, ELO, 2) — | LG, 400) 11004s, 
其 中 f(e10) SERTEACHRGUARUSÉEUM z 关于 Lebesgue M 
Hr dx 相应 于 P, 的 密度 ，RC9,d) 称 为 6 的 估计 d Ce) 的 风险 
函数 。 设 AO), 069 表示 在 6 上 的 先 验 密度 , 它 是 一 个 实验 者 
在 实验 前 对 9 的 相当 程度 .给 定 * 的 条 件 下 , 6 的 后 验 密度 (实验 
者 已 经 得 到 数据 *) 是 

WO lz) = LEIDO, 

pIE 100&(0)48 
先 验 风险 ( 即 关于 先 验 的 AO) 的 4 的 Bayes 员 险 ) 是 
(4.4.2) RiCd) = |. RC,4)5(9)48, 
我 们 能 够 交换 ROS) TERAMO. E. ROS) < eo, HER 
们 有 
RACA) = | GL. 4G0DfGY942)4 (040 


(44.3) = Í 1G {SLCO, d(x) )4014x, 


其 中 «2| Í(x19)&(8)40,. M UG BED ) 
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(4.4.4) | L(6 ,4(x))&(01x)40 


称 为 当 * 已 经 观察 到 以 d(x) 错误 地 估计 0 的 期 望 损失 ， 

定义 441 用 以 估计 8 的 统计 量 d(x) 称 为 与 先 验 密 度 
A(O) 和 损失 函数 L(0,4) 相 联 系 的 9 的 Bayes Wit, R dC) 
使 后 验 风险 (4.4.4) 极 小 , 即 du Ge). 定义 为 


[L@,aG0D8061=)49 — int | (0, OMCG812)48. 


注 。(i) 在 某 些 简单 的 规则 的 条 件 下 ,存在 Bayes 估计 , 但 不 
一 定 唯 一 。 但 是 ， 若 对 给 定 的 0,L(0,4) 对 了 是 严格 凸 的 ， 则 
Bayes 估计 在 本 质 上 是 唯一 的 , 若 它 夺 在 。 

Gi) 容易 验 证 ，Bay es 估计 也 使 先 验 风险 (4.4.2) 航 小 。 

实际 上 ,我 们 常 取 工 (9:d)》 是 平方 损失 天 数 


(4.4.5) L(8,4) = (8 — dy (8 — d) 
或 

(4.4.6) L(0,d) = (0 — dYD^«0 — d), 
其 中 DD 是 正定 矩阵 。 


引 理 4.4.1 设 LC9,d) 取 作 (4.4.6)。 则 8 的 唯一 的 Bayes 信 


VICI Daf 8A(8 | z)d9 


E 0 的 后 验 期 望 。 
我 们 有 
[c — &8|x)Y D AEO) — dO |x) = 0, 
引 理 得 证 。 


定义 4.4.2 0 的 估计 4G) 称 为 极 小 极 大 的 如 果 
supR(0,4*) = inf supR(6,4), 
换 避 话说, 极 小 极 大 估计 当 6 在 @ 中 变化 时 ,避免 造 受 最 大 可 
能 的 风险 。 在 Bayes 估计 和 极 小 航 大 估计 之 间 有 一 个 有 用 的 联 
系 。 


* 196 » 


5]38 4.4.2. 设 d(x) 是 联系 于 党 一 个 先 验 密度 O) 的 
Bayes 估计 。 设 风险 函数 RCO, 40) 不 依赖 0. 则 d,G) 是 极 小 
极 大 估计 ，。 而 且 设 (6,090), k2 11 是 日 上 先 验 密 度 序 列 且 设 
19,,& 21) 是 相应 的 共有 人 先 验 风 洽 (R(ON,8,), k > 1} 的 Bayes 
估计 的 序列 。 若 存在 一 个 估计 9* 使 得 

supR(0,ó*) < EmsupR (hr Âa)» 
则 8* RENER. 

现在 ;我 们 引 人 可 容许 性 。 一 个 估计 d(x) 称 为 至 少 与 男 一 
合计 同样 好 若 f 
(4.4.7) R(0,4) < R(0,d,)， 对 每 个 6€ 9， 

d) 称 为 优 于 或 严 客 控制 d(x) 车 (4.4.7) 对 至 少 一 个 9€ 日 的 
严格 不 等 式 成 立 。 

定义 4.4.3 一 个 贷 计 d*(x) 称 为 可 容许 的 , 巷 对 任意 一 个 估 
ib 4GO, R(0, d*)< R(0, d) 对 每 个 0€0, Pure 
R(0,4*) = R(0,d). 一 个 估计 称 为 不 可 容许 的 车 它 不 是 可 容许 
的 ， 

8|BR 4.4.3 (Blyth, 1951) ÆA RC(9,4》 对 每 个 4d€ 
多 关于 9 连续 ,并 且 6,60 是 相应 于 先 验 密度 AO) 的 Bayes fii 
计 , 其 中 hC8》 在 所 有 的 ge HH 上 都 是 正 的 ,由 Bayes 估计 ôa) 
是 可 容许 的 。 

AE 用 反 证 法 。 # 0.00 是 不 可 容许 的 ， 则 存在 一 全 估 计 
0*(x) 使 得 《i) 对 每 个 Be 日 有 RC6,6*) < R(0,0,), Gi) 对 
某 个 acao fj R(0,8*)< R(0,0,), 由 于 RC(9,4) 对 每 个 d 
XT 8 YE MEEXE— T XE 9 附近 的 邻 域 We8)， 在 其 上 不 等 式 
(ii) 对 所 有 的 0 ENCO) RM. ER, HINAR O € @ A (0) > 
0， 测 我 们 有 

RCh, 0*) 一 f. RCO ,0*)4(0)48 


i (us $ JN KLO 
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< fo, ROAA + | p, R(0,680C(0D48 


一 | RCO ,ó*y(0)40 — RGh,ó,), 
这 与 6 是 相应 于 的 Bayes 个 计 的 候 设 矛盾 ， 引 理 得 证 . 


441 £ 作为 产 的 估计 量 的 不 可 容许 性 


Bboxn.c,x, 是 来 自 总 体 NCa,I,) 的 # 个 独立 的 观察 值 。 
Stein(1956) 和 James 和 Stein(1961) HH, 4 p > 2 hf z RR 
的 一 个 不 可 容许 的 估计 。 这 开辟 了 一 个 全 新 的 研究 领域 并 且 导 致 
一 种 新 型 估计 的 产生 。 他 们 征明 了 ,在 二 次 损失 (4.4.5) 之 下 ,估计 

(4.4.8) A = (1 二 也 =) | 


ny r 


M p> 2 时 是 比 地 更 好 的 估计 且 〔4.4.8)》 称 为 James-Stein fi 
计 。 现 在 我 们 要 建立 球 对 称 和 矩阵 分 布 中 xz 的 不 可 容许 性 。 有 许多 
学 者 研究 过 这 个 问题 、 如 Strawderman (1974), Brandwein 利 
Strawderman (1978), Brandwein (1979), SEAD JF 
《1986)。 他 们 考虑 了 如 下 的 更 一 般 的 形式 : 
(4.4.9) &,(v) = (1 — a/x'x)x f 
JTFHRUEB] T, WA a, 8,6) Eter 更 好 的 估计 。 首先 我 们 需 
要 一 些 引 直 ,以 下 的 引 理 说 明 ,我 们 只 需 考 虑 nel 的 情形 。 
引 理 4.4.4 i$ X = (xa, ctt x ~ SS, 1p Lu, 6). 
则 


. 4 
4 = 


T Go — n) + n, GENE zo — a ~ S) 
证 REY 955.400,19). ML X Z l+ Y. 因此 
s= l x, 三 工人 ur + YYI= l yuq ua, 
n 2 n 
取 r e O(n) 使 得 T1— (57,0,---,0), MRA 
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à 
YT'IU4 p & lyri+ s = b yu, 
n 


£ 32 1 
n 
2 _ 
+ =m (rao — n) p, 
其 中 Y — (yo. 512818 BE, 
引 理 4.4.5. i$ ra) 是 一 个 非 负 连续 非 增 的 盟 数 。 则 
t ovr(1 + 2o» + æ) NET " 
Í 1 + 2a» + a’ S ) í 
> — 2 Í r(1 + 2av + a?) TE ER de 
Pp—l1 1 + 2e» + cà 


证 由 下 面 的 讨论 ,不 失 一 般 性 , 假设 r(O 的 一 阶 导数 总 存 


-1 


倘若 p 2 4. 
在 , 因 rG) RER., JHAYÉSPBUSIETU 
Ll — v?) < 1 + ar + 6 


我 们 有 
f opr( 1 + 2av + a?) (1 v) T de 
-1 l4 2er—+ æ 
-一 2  &r(l-F2av-t a) a y de 
-ip— 1 (1-4 2as + Y 
+ 2a? f rA + ar t 9) eL F dy 
p— 1l- 1-4 Zav + a 
2 |: r1 + 2av + a?) (1 — = rds 
1 十 Zav + a 


> — 
p—1liAa 
asi. U 
引 理 4.4.6 对 于 pc 4, fX | 
; Z A 二 


f(a) 一 f. 1 + Zav + a 


在 [0,co) 寺 是 = ERAZ, 
证 当 p 之 5 时 ,对 微分 f(a)》 上 且 用 分 部 积分 法 ， 则 我 们 
(1 一 syn 


a 
1(1 + 2o9 + aY 
"199. 


有 


fo 一 一 


~a f (1: 一 yi a 


i(1 十 2e» 十 o^ y 

o? t 2nv + 1 — «(1 — 9 一 六 
(1 += 2ag + ey 

x (1 — P dy « 0. 


M ?一 4 时 ,由 直接 的 计算 得 到 


"ul 
mm — 2er | 
-1 


; 1 十 9 1 
1 一 一 |， — —— A ET 
Ç 1C] + fap W ) 
1 (! 1 — uv — 2a! zi 
x N ] + lar + ( e") d 
1 
=- -二 | -全 士 (4 2y tao 
- Í -+ lav + æ 
i >l 
0 a < 1, 


因此 有 Fles 0,0251, WR p 2 4. WE fe) 的 连续 性 ,得 
到 所 要 的 结论 。0 
定理 441 设 x~ ECan) B. EC D 是 有 限 的 ， 
其 中 E, 表示 当 = == 0 HRR 则 估计 量 5,(x) 在 二 次 损失 
《4.457) 的 条 此 下 优 于 通常 的 伍 计 最 x, 0 p> + B 
f O< < 2(p — 3)/Cp — DECIxII 2). 
证 < y= r— a, x5 6) ZAHIRA XE 
R(x,n) 一 R(8,(),u) = Elle — al? — Eló,Ce) — al 
一 sft2BEECG + a v/My + all] — Ely + 075. 
不 失 一 般 狂 ,可 以 殷 设 a = Clalls0,---,0Y, 因为 的 球 对 称 性 
舍得 
R(x,n) — RCS X). u) 
Aly + 2Y la] — a 
(Y, + ds] + Y Ree B y? 
& e= |l R, BET iyl = R 的 条 件 下 y/lyl 的 条 件 
分 布 是 在 单位 球 上 的 均匀 分 布 , EE SIE 4.4.5 和 4.4.6, 2416 
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MBE ED A E 
(Yit lelt Y; + -- +Y; 


Iy = R} 


一 -| 2 十 2az 一 4R (7. pye 
B(1 EE ee SESA R 
2? 2 3 
— t 2—4/(p—1)—aR 1 ye- 
» s (+ &—1) f. 1 + 2er» + o (1— yede 
IRET 
THE LEER Em | 
TE "ED 3)/Cp — 1) — aR™® KI MR) 
2” 2 ， 
mol. (at — 3)/(p — 1) eR DRY, 
B (1) 2 一 1 
27 3 


其 中 R = ((p— Da/2(p — 3). tn ESSE AULAE HE 

5138 4.4.6 中 定义 的 f( 有 pl/R》 是 尺 的 非 碱 函数 并 且 2€p — 3) 

(p—1) —aR^2(«),3" R2( <), 上 面 事实 可 推出 
R(x,n) — RCO) 9) 


>— t fal ROQG — 3) —1) 
B (2 £= l 
2 2 
— a B,|ll>|| 2) > 0, 

因此 ,定理 得 还 。0 

注 .这 个 定理 的 结论 首先 由 Brandwein 和 Strawderman 
《1978) 所 证 明 ， 但 是 ， 他 们 的 证 明天 长。 这 里 的 证 明 来 自 范 鱼 青 
和 方 开 泰 (1986)。 类 似 的 结果 在 正 态 情 形 也 容易 得 到 ， 

引 理 4.4.7 i$ x N(0,1), X; kG) AWEH EIKS 
co , 则 | f 
(4.4.10) Ehl) (x —8)] = ECH C). 

证 ”用 分 部 积分 法 ,我 们 有 


EGE — 01 — Qs ya iG — 677a 
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= —(2= y: r h(x)dEe t 02] 


= (2= y ^ [ B'(x)e € 9" "dy 


= Elk a D 
定理 4.4.2 WE x N(x,1,) B p23, R 5。(x) 在 平方 
-RAFET r, 车 0 < a < 2(p — 2). 
证 在 zx 和 sx) 间 的 风险 函数 之 差 是 
R(g,x) — Rp8.) 


- (|ü - 2). 4f) 


— p — EChs— pi) 一 2aECz(x — n)/x 2) + ECx) 
= 2aE[l[x'(x — ujir x] — at E(1/r x). 
B I 
E[x (x — a)i z] = X) E[xi(x, — nix z], 


且 对 于 1<:; =< > A 
p [peo] - 2 [-(8)] E = al, 


zx Ox, N x Z i (= xY 
(3|38 4.4.5) 
因此 
? 了 2 1 
El — e)a] = 21 E | TM 一 EEC2 一 2) sx), 


注意 五 (1fzxz) 一 (一 2)， 故 有 
R(a,z)— R(n,9,) = a(2 — a/Cp — 2)) > 0. 

# 0 < a < 2(pP — 2). 0 

而 Stein (1956) iEBB T , * WT e~ N(u,1,),p 一 1,2, Æ 
严 的 容许 估计 。 

尽管 我 们 证 明了 《1 一 a/xz)z 优 于 x,x 是 不 可 容许 的 , 但 
(1— a/x x)x 本 身 也 是 不 可 容许 的 ， 事实 上 ，(1 一 afx xY'x 优 
于 (1 一 efxx)zx, 其 中 rt = max(0,f?)《 风 练习 4.10) Strawder- 
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man (1971) 发 现 了 一 类 固有 的 Bayes 估计 ， 它 们 对 正 态 均值 向 
量 都 优 于 *， 因 而 都 是 可 容许 的 ( 引 理 44.3)。 下 述 Cohen(1866) 
的 定理 刻画 了 的 多 元 正 态 分 布 沟 值 向 量 的 全 部 容许 的 线性 估计 。 
定理 4.4.5 (Cohen 1966) i z~ N(a,1,) Wü] Ax Ær 
的 一 个 容许 信 计 ,其 中 A 为 已 知 的 p Xx p PEE, HRH 435 3138 
阵 且 其 特征 值 uC = 1,…-,?) 满足 不 等 式 
0x uelim, 


其 中 至 多 有 两 个 特征 值 等 于 I. 

定理 的 证 明 可 见 Cohen(1966)。 注 意 , 对 x, A= 1, HRA 
的 特征 值 等 于 1. KE p 之 3,* 是 不 可 容许 的 。 特别 ,一 个 常 向 
量 0 是 & 的 一 个 容许 估计 ， 然 而， 任何 一 个 统计 学 家 都 不 会 用 0 
作为 上 的 估计 ， 因 为 它 不 能 得 到 观察 值 * 的 任何 有 关 信息 ， 这 一 
事实 部 分 地 证 明 了 ”容许 性 "只 反映 了 估计 的 性 质 的 某 一 方面 。 一 
个 统计 学 者 要 去 除 不 可 容许 估计 ,但 他 可 能 不 会 轻率 地 使 用 一 个 
容许 估计 。 


4.4.2 关于 三 的 估计 的 讨论 


在 4.1 节 ， 我 们 得 到 了 球 对 称 和 矩阵 分 布 的 4 和 至 的 极 大 似 然 
估计 量 。 当 闫 是 未 知 的 时 候 , 互 的 极 大 似 然 估计 是 立 一 less(CF)S， 


其 中 s= x (1.— la)x d» X VS. (n, X fono p R 


f 满足 某 个 条 件 。 由 定理 ALI 的 推论 1， —— s, 其 中 c 一 


《一 2 由 (0)) > 0， 是 忆 的 一 个 无 仿 估 计 ， 现在 ， 我 们 介绍 由 
James 和 Steín(1961), Olkin 和 Selliah(1977) 5| À HRA A 
g& Scam F: 

(4.4.11)  L(X,D)— u(Z^7D)— Mg(|X^D|) — p 

和 

(4.4.12) L,(2,D) = (Z D — Hy, 

两 个 损失 函数 千 非 负 且 当 三 一 时 为 零 。 当然 ,有 许多 其 他 的 
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Uk pA 32 FL 3X8 s q SPA 1 , dm E B9 BN 3hpa 28 2035 BET E RE EB 9 
RA. RITANA L, 和 L, TARE fkire. 
我 们 先 讨 论 Li ! 
EH 44.4 iL X LS.«(p,3.0),n 之 2 且 具有 有 限 的 二 
阶 矩 。 则 在 损失 函数 (4.4.11)7 下 有 形式 aSCa > 0) KIERR E 
让 (人 有 大 小 的 风险 ) 古 [12 一 1X€—26'(0015. 且 它 是 无 全 的 。 
证 估计 es 的 风险 遂 数 是 
R((XZ,a8) = E[atr(X^!$) — log |a S| — p 


= gtrX ECS) — plogoa'— E [los iL] — p 


(4.4.13) = ap(n TI 1)(—29'(0)) 一 ploga — E | og r] 


— p 
K ECS) = (mz IX OE, 注意 , 使 (4.4.13) 式 的 右边 航 
INA e 值 是 a = [Ca 一 区 一 290))] WERE. 
推论 设 X~ N, (lz, BI), n> p. 则 在 损失 函数 
Lí(Z,D) FEŻ o5,0270, WREE S/n 一 1。 
ARIE kS) 一 «S, a > O, RAShA 8, 则 可 以 
得 到 比 样 本 协 差 隆 (1/s)8 一 些 更 好 的 估计 。 我 们 可 以 设 3 一 
TT, Rip T eUT(p) 具有 正 的 对 值 泡 素 并 考虑 
(4.4.14) ACS) = TAT, 
其 中 A = diag(A,---,8,) 2 0, ERHALE ACS) 满 
E 
(4.415) . B(L'SL) = L'ACS)L 
对 每 一 个 LEUTO) 《有 正 对 角 元 素 )》 我 们 可 以 考 uk JH W8 E 
(4.4.15) 的 AC(S) 估计 瑟 。 但 是 如 下 的 引 理 表明 ,满足 (4.4.14)》 和 
C4.4.15) 的 &CS) 是 相同 的 ， : 
8138 4.4.8 满足 (4.4.15) 的 ACS) 必定 有 (4.4.14) WÉR. 
证 gE (4415) 中 令 5 一 1,， 则 有 
(4.4.16) ALL) = L'A(I,)L', 
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现 设 


+i. 0 
iren 
0 十 1! 


Wj LL = !, B.(4.4.16)) 28 
(43.4.17) À(I1,) = L'ACI)L, 
注意 ，(4.4.17) REG TGAEPEBS LIXGIB REA B(1,) 是 对 角 降 ， 
A(I,)= diag(9,,:--,9,) — A. 现 记 5 一 了 TT,TEUT(p) 只有 
正 的 对 角 元 素 。 则 A) = TACU, T — TAT, 

引 理 4.4.9 设 X — SS, (a, ,fD, n2 p. Hif RIS — Br 
3. W] RXKE,AKS)) 不 依赖 了 ,其 中 以 5》 四 (4.4.14) 给 定 ， 

证 

RCZ, ACS) = E[tr(Z CA(5)) log |  '&($)| — p] — 

= E[nu(&(T'ST)) — log |&(T'STD| — p, 
其 中 pC—TT,TCeUTO) RAERATRK. KURE 
IZU"^;FBA(UX — Ir)2 (X — tey). 

因此 ,由 S= XU, — PX, P, = (1/2)1V , A 


R(,4G)) = 12; 7| CCT XC — PX) 
— log [ACT XCI, — P)XT)| — pl 
x fGI[(X — tp IE (X — In YI ax 
= zi d [ACT X'(1, — P,)XT)) 
— log [A(T X (1, — P,OXT)| — pl 
x fX X? Xx)ax. 
EY = Tx, bs 
R(X,A(5)) = Í tray’, — P.)y) — logh(Y(I, 
一 PY) — plfAQY'YOMY 
za RCE, ACSY) 
引 理 得 王 。0 | 
定理 44.5 设 X 满 足 引 理 4.4.9 的 条 件 。 WE da pn 3& 
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L,(Z,D) 下 满足 (4.4.15) 的 估计 类 中 王 的 最 佳 估计 《 基 小 风险 ) 是 
KCS = T'A*T, 
其 中 太一 (xD tkp) 如 前 定义 且 A* = diagCEClizpli'2,** *, 
EC). : 
^ 证 由 引 理 4.4.8 和 引 理 4.4.9, 有 
R(EZ,A(S)) 
= R(,,T AT) = E[U(T'AT) — log IT'ATI — p] 
= E[G(T AT) — log ]A] — log 151 — pl 


m ? 
- |: (> sano) | — D logs — log |S| — e] 
$21 


im) 


. : z 
= FE P bifoo] 到 Dj log 8; — EClog |SI1)—p 


P , 
= PM BEC tutua 一 EM. 5; — EClog | 5]) — p. 
i=} t=1 


当 ó, = EC). 一 Ts 时 取 最 小 值 、0 

推论 1 在 定理 4.45 中 A* = diag (Sf, e, 65), 其 中 
à? — (n p— 2i), iml,- p, WR X — Nu Cuna, 16 
i). 

证 利用 Bartlett. 分 解 (WEF 3.4.1 的 推论 1 并 且 注 意 
tota ~ XL, u, 推论 得 证 。0 NK. 

推论 2 设 X — SSE Fn 之 p 且 设 X 有 有 限 的 二 阶 
A. EMRA LCD) 下 ,3 的 形 为 as, > 0, 的 任何 估计 
是 不 可 容许 的 。 特 别 ，(C# 1)7(-—29'(00) 5 是 不 可 容许 的 . 

证 注意 到 估计 5 满足 (4.4.15) 的 要 求 , 则 由 定理 4.4.5, 推论 
得 证 . D 

最 后 ,我 们 讨论 利用 损失 函数 L,(5,D) = (ZD 一 1,7 ft 
jr x BS. 

定理 4.4.6 Vb X~ SSE) n > p 共有 有 限 的 二 阶 
和 矩 。 在 损失 函数 LQ(X,D) 下 在 满足 (4.4.15) 的 估计 类 中 卫 的 最 
E h WE E 
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- h(S) = T'AT, 
其 中 了 是 如 前 所 定义 的 且 A, = diag(5 ttt 8), M {nl < 
i< p} H (4.4.18) 的 解 给 定 。 
证 与 引 理 4.4.9 XU, RITA R, CR) = R 145)). 
汐 此 ,由 引 理 4.4.8 有 
R.,(Z,A(S>) 一 R,(1,,h(s)) = ELIL,(1,,h(S)] 
= EDir(ACS)D 一 y] 
= E[t( T'ATT'AT)] 一 2E(GCTAT)] + p 


? 
dis [> Cd 一 2E | 之 satt) +p 


i=l 


== 2: ó ,[ E( sota); — 2 > SEC tustu) + p 


imi 


i AG BESAPEA 


我 们 有 
AREAS 一 283 — 2 = 0, 
Ə8 
和 
(4.4.18) Hormat 


KRE Sa th a. D 

推论 ”在 定理 4.4.6 的 假设 下 ,我们 有 

Gi) X 的 形 如 aS, a> 0， 的 任何 估计 是 不 可 容许 的 ; 

Gi) # X~ N,x (1, 1,092), B = (b;), P = (b, >, 
b,), W b; = (n + p— 2i) (n + p—2i + 2), b,= n-- p — 
2i, — 1,-.. p bi = n+ p— 2), < j. l 

证 (i) HEM 4.46 B 433, Cu) 可 应 用 Bartiett 4i 
TS H 


4.4.3 只 的 极 小 极 大 估计 


首先 ， 我 们 研究 在 给 定 于 下 臣 的 航 小 极 大 估计 。 故 我 们 可 以 
假定 2 == 1， 且 如 前 所 述 ， 我 们 可 以 讨论 模型 X ~ EC,Cn, 1, 
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í). 

2]2 4.4.10 i X~ EC u, p) 有 有 限 的 二 阶 算 。 则 > 
是 在 平方 损失 (4.4.5) 下 的 一 个 极 小 极 大 估计 。 

证 这 个 引 理 可 由 Kiefer(1957) 推出 。 另 一 个 方法 是 来 自 
陈 汉 峰 (1964); 即 存在 形 如 
(4.4.19) ñ = z + AG), 
的 闫 的 极 小 极 大 估计 ， 其 中 而 满足 加 (x 十 a) 一 加 (x) 对 每 个 
ae R°, 因此， 如 果 能 够 证 明 * 是 具有 可 递 不 变 竹 的 估计 类 其 中 
的 每 个 估计 必 有 (4.4.19) 的 形式 中 的 极 小 极 大 估计 , 则 引 理 很 容易 
得 到 证 明 。 现 对 每 个 c€ Re 和 z€ Re Abe) 一 h(x) 当 
且 仅 当 对 每 个 ze RA A h(x) 一 AC0)。 因 此 ,满足 (4.4.19) 的 估 
计 必 定形 如 A xh, XD ce R?。 但 是 ， 对 任意 c€ R?， 
我 们 有 

R(n,x) — R(g,x + c) = E[(x — nx — a)l] 

— E[(z + c — pyle c — 421 
= c'¿ Z 0, 

这 就 意味 着 x 是 具有 可 递 不 变性 的 估计 类 中 的 极 小 极 大 估计 。 因 
而 引 理 得 证 。1 

注意 , 若 ó, 优 于 ôs WU ó, 是 极 小 极 大 估计 荀 涵 着 ó, 是 极 
INRA. Wi. utm 84.4.2, 8) 是 极 小 极 大 估计 。 

最 后 ， 我 们 要 用 一 点 篇 由 研究 与 稳健 性 有 联系 的 戏 估 计 。 我 


们 知道 ,车 X... X, 是 来 自 总 体 f (ETEA a WRR, 
TYO 和 = 的 极 大 似 然 估计 是 如 下 方程 的 角 


(X; — 8 
(4.4.20) 5 r=) 一 和 


s.) 


和 
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二 Y sf 
A2) D1- 
zr 


与 极 大 似 然 估计 解 类 似 并 且 为 了 避免 过 分 地 依赖 f(x) 的 特殊 的 
形式 ,我 们 可 以 把 &g 和 的 一 般 放 估计 类 定义 为 形 如 
(4.4.22) 


E D a — ayz (X, — K), — a) =, 


ixil 


x D stt — »Y37OG — a) QG6 YX ay = z, 


i1 


方程 组 的 译 ， 其 中 u 和 ow, 满足 使 得 方程 组 (4.422) 有 解 的 存在 
和 唯一 性 的 一 组 一 般 假 设 : Huber 提出 好 估计 为 


ç —k, IS —k, 
ufe) = 0, REIR, 
&, rz, 


和 

1 ksi z -da 
aem. wil) e dx, 
和 最近， 关于 邓 佑 计 有 许多 新 的 结果 。 XS rm X, teg Kay M~ 
EC, (np,2,9) QEK, Xis ie $ X, 不 一 定 独立 )， 则 我 们 也 称 
《f.4.22) 的 解 为 好 估计 。 Bariloche(1976) 证 明 , 对 X < EC,.ÓA, 
3 中 在 某 些 规则 的 条 件 下 ;(4.4.22) 有 唯一 解 。 
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41 12 XVS X, f)un p BEAR FER SIR, X 
1 EE, 试 求 : 给 定 X; 的 条 件 下 &(X,/ X) 的 极 大 侯 然 估计 ， 
其 中 X = (XXa). 

42 设 X 满 足 练习 4.1 HRE a= C8, 其 中 CipXr 
是 常数 阵 ， 8 eski H k(O) 一 +。 试 求 8 和 3 的 极 大 似 然 
估计 ， 

43 证 明 ; 定理 4.L4 仍 是 正确 的 ， 如 果 X~ SS,., (m. 2, 
和 ,1 满足 条 件 (a) IAD > PAGED # Xi ES (b) fO 
(Z2))— (XD 当 0xxX€-—X xg XO. 

44 没入 满足 定理 4.1.1 RARA. UEN: 

(i》 当 5 已 知 时 , & 的 极 大 似 然 佑 计量 是 AF, 

Gi) 当 严 已 知 时 ,例如 = 一 ro ERRUR GHE 


£, = D 2 (xay 一 Hotu — t). 


45 jk X — VS, (0), n> p E P(XX20)—1, Nj 
* 和 5 $h B X XEESS h., — (Hon: ”对 Xe 使 用 定理 
2.8.1, 其 中 a € Rt 是 任 给 的 党 向 量 .) 若 X LS, (D, 命题 是 
否 正确 ? P 

46 É X N(a,dl,) B p Nla) 试 计算 后 验 
窗 度 pCa) 且 证 明 Eld m (s a)/ (L + 2). 
通过 比较 (ula) 与 z, WBS 245162 后 者 是 给 定 4 N 
z 的 数学 期 望 

47 XE xc NC(4,1,) B p2 5， 令 先 验 密 度 pla~ NX 


(o3, à a—is0i«10 cac D, Mr 有 
先 验 密度 
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Ki dace) (1 一 aexp{ 一 - (- Fi 3 w'n} dh, 
& € R*, 
H: 。 相应 于 以 上 先 验 分 布 的 Bayes 估计 Cele) = (1 — 
E(i|x)) 满足 定义 4.4.2 的 推论 中 的 条 件 , 因此 有 Cp1x) 既 是 优 
于 zx 的 也 是 容许 的 估计 。 CStrawderman, 1972. 他 还 证 明 ， 当 
请 一 3,4 了 时 ,对 闫 不 存在 Bayes 估计 。) 

48 i X — VS, , C0, Z, 4), n> p, 22> 0 H P(X = 
0)—0, 证 明 : S 有 密度 并 通过 XX 的 分 布 函数 把 该 密度 表 
Zi. 

49 ”试用 引 理 4.4.2 证 明 : 若 * ~-NCp,1,)， 则 x 是 极 小 极 


大 估计 。( 提 示 : FERREE # N 0,11.) Heko.) 


410 gre Must 则 (1~ 2) &r(- 4) 


"x 

其 中 ct = max(e,0) H 0 <a < 2(p— 22, p> 2. 

411 试 举 一 个 例子 ,证 明 ; DR WN T WE 

f (e) + (NJ 2x) 1G) = 0. 

其 中 了 满足 引 理 4.1.2 中 的 条 件 ( 见 Anderson 和 方 开 泰 ,1982c)。 

412 设 20) 连续 Oy <o) 使 得 z(z=z=) 对 某 个 ` 
z€ RN 是 密度 且 Eler) < co, HU &Cy) — y" "^g C) 在 其 个 有 限 
的 y, >0 点 有 极 大 值 。 
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第 五 章 假设 检验 


这 一 章 讨论 统计 的 假设 检验 。5.1 节 研 究 分 布 自由 统计 景 ,这 
为 推导 用 于 假设 检 上 监 的 统计 最 的 分 布 作 了 准备 、 然 后 ， 利 用 似 然 
比方 法 , 斌 究 如 何 检验 均值 和 协 差 阵 ， 人 和 人们 可 以 发 现 , ERARE 
适 分 布 中 的 大 部 分 似 然 比 检 验 与 正 态 分 布 中 的 检验 是 相同 的 ， 在 
最 后 一 节 , 讨 论 检验 的 稳健 性 和 拟 合 优 度 检验 ,并 给 出 了 检验 裤 球 
等 高 分 布 的 几 个 方法 。 | . 
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ERZE, Í E EZ YF EGENHOSEOEM A 35 rh# d 
BARDH. BZ — ASANA 在 整个 的 类 中 , 哪 一 种 统计 
量 有 良 同 的 分 布 。 现 在 就 是 讨论 这 个 问题 。 设 多 是 某 些 随 机 变 
量 ( 向 量 或 矩阵 ?的 集合 且 tx) 是 一 个 统计 是 。 这 个 统计 量 称 为 
在 多 土 分 布 自由 的 如 凡 


Hz £ O), HEDEF 76 S. | 
PEF EAGd URW EER J^ 上 是 不 变 的 。 如 果 我 
CREBRA ST. IBE 多 上 "的 词 去 掉 。 设 ( 见 3.1. 节 ) 
F; — {Xe FNP{IXXI = 0) = 0), 
F i m {Xe FH |PIx —0])0,/-1,---,p), 
F -iXe F |PIX = O) = 0}, " 
AE SAI do) 是 统计 是。 则 
Ga) :CX) 在 名 1 上 是 分 布 自 由 为 当 朋 仅 当 


(5.1.1) XA) Š KX) 
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对 每 个 具有 正 对 角 元 素 的 常数 阵 ACUTGD Re X € .多 了 成 
立 。 f 

(b) ((X) # 2; 上 是 分 布 自由 的 当 且 仅 当 
GID ` XR) & (X) 
对 每 个 常数 对 角 阵 R = diagr tts rp) > 0 和 每 个 XeÓ1 
成 立 。 

(c) :((X) 在 .多 :上 是 分 布 自由 的 当 且 仅 当 


(5.1.3) aX) Las (X) 
HEDRE acr odd Xe 2; mar. f 
证 只 证 明 (a); 其 他 的 类 似 .“ 仅 当 "的 结论 显然 。 现 设 Xe 
+ 和 久生 UA4, 其 中 吕 和 4 是 独立 的 ，U 是 在 Stiefel 流 形 上 
均 名 分布 的 随 视 统 阵 且 Ac UT (e). Waja Borel PE AL 
0。 我 们 有 《利用 对 每 个 具有 正 对 角 元 素 常 数 阵 BE UT (p) 有 
(XB) Z (X) 的 假设 ) : 
E[&GCX)0] = ELAGU 4))] = E AELA A3141Y 
E (E[AGƏ0UD5)]; = EIhCAU))], 
即 (X) (U) 对 每 个 Xe St 成 立 . D 
现 考 赎 以 下 更 一 般 的 是 : 
(514) F F(M , X) = (y| y = M + X>52 X € h 
i= 1,2,3, 
其 中 卫 >> 0 且 寻 是 常数 阵 ， 设 wo。 和 w, 分别 是 一 些 x x p ÚS M 
和 一 些 正定 阵 了 的 集合 。 我 们 总 假设 OE os 和 T, € ws。。 若 一 个 
统计 量 :(X) 满足 | 
G15) (X + T)  QO 对 每 个 Xe S IME) 
Meo, T€ o, MEE o, 
和 


(5.1.6) — «XC) ÈX) 对 每 个 Xe 9 a, E), 
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BE o,,C € o, MEEO, 

则 (X 的 分 布 在 多 104. E) LÆRER, HH Meo, H 
Ew 当 ws 是 2 Xx? 的 正定 阵 的 整个 的 集合 6, Ir. 能够 证 明 ， 
条 件 (5.1.6) 分 别 蕴涵 条 件 C5.1.1),C5.1.2) 和 (5,1.3), i= 1,2,3, 
在 假设 检验 理论 中 ,对 不 同 的 情形 ,w。 和 o, 有 不 同 的 定义 。 

熟知 ,车 XE N,xpCM ,1,@2), 则 XE 2 (M X), i 1, 
2,8, 特别 , 若 Z — Nx,(O,1.81p), MJ Ze 5012, i= 1,2,8, 
利用 这 个 事实 , 立 得 如 下 的 推论 ， 

推论 1 若 统 计量 X), HF Xe FBIM,5); ME o, B 
E€ o, 8,8 (5.1.5 RC 5.1.6), Bj 


X) S (2), X Xe MX), ME o, RL EES, 
其 中 Z~ N,x,CO 1,091, i —1,2,3. 

推论 2 HHE (X, X EF IMI), 对 每 个 Meo, 
满足 (5.1.3) 和 (5.1.5), 则 

X) ÉZ) Xe FF IM, i, ME o, 

# Xe Zt, WJ X“ UA 8 US XXX” ( 见 引 理 
3.2.6)。 因 此 , 若 统计 最 KKX) 满足 
(5.1.7) (GQ) EXO KY), HEA Xe 1, 
则 1(X) 在 St 上 是 分 布 自由 的 。 有 时 ,容易 验证 (5.1.7)。 

Kariya (1981) AANER, (O 的 分 布 对 所 有 的 Xe S 
(MZ): M € o, 和 Z € a, 保持 相同 的 必要 充分 条 件 是 , 当 Z ~ 
Nexo MLD) 时 ,以 下 的 条 件 成 立 : 

G) Z + M) KZ) HEN Meo, RU Ze, 成 立 ; 

Gi) AZ) É CU) M M 一 0 和 Zea, 成 立 ,其 中 口 是 由 
定义 3.1.2 所 定义 的 。 

Bian 和 Zhang (1984) 指出 Kariya 的 定理 不 总 是 对 的 并 
给 出 反例 ， 他 们 证 明 ， 若 xX 有 密度 、 则 Kariya 的 定理 是 正确 的 
《 见 练习 5.3), 
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现在 ,我 们 能 用 定理 5.1.1 及 其 推论 验证 一 个 统计 量 是 否 是 分 
布 自由 的 . 


Xx 
$/5.1.1 i$ Xe, el : LE X p,n, 之 p, i = 
: Xia 
1, k. MJ D, = (X'X) (XXD CX X) t,i = 1... k, V: 
PE Dirichlet 分 布 ， 事实 上 ,对 于 


X, k+ 1 -Ui | 
U-X(XXy"-| : (Xxx " 
Xir 

我 们 有 D; = UU i= 1,1-4, 其 中 U, = X (X' XJ", š «m 
1,:-*,k. EU, 了 Di D, RE U -X(X'Xy"^ 的 函数 且 由 
ARER IE, Dott 与 X 有 相同 的 分 布 ， 这 个 分 布 是 正 态 的 
《 见 3.5.25), S5 & — 1i}, D, AE Bea 分 布 . 
X, 
: ) SX; X p, i => PERRET A 


15.1.2 iZ «| 
Xi 


则 
IX, 4,X; — Xi AXi 0 


的 根 对 于 固定 的 对 称 阵 A... A. 有 与 X 相同 的 正 态 分 布 。 事 
实 上 ,对 任何 TE UT (0) 共有 正 的 对 角 元 素 的 圈定 的 常数 阵 ,我 
们 有 
0 一 |X AX, 一 X;A;X;| "E EMMLESPLLEMP 

“HERA 

0— |TXi A4X,T — TX AXT i m jij m ue 
注意 到 XT — (T Xot TXO 并 使 用 定理 5.1.1，, 结 论 得 证 。 

事实 上 , 例 5.1.1 和 例 5.1.2 的 统计 量 对 每 个 2 € 6, PES t (0, 
x) 上 有 相同 的 分 布 。 存在 一 些 统计 攻 在 93i 上 是 分 布 自由 的 ， 
但 在 Zi 上 不 是 分 布 自由 约 ( 见 练习 5.1》。 
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52 X P SHARES LAS D 
5.2.1 似 然 比 准则 


设 X ~ LS, EZ n> p 5 > 0,6 Q, meo, 
中 Q. R: B, O,€ 53。 若 我 们 要 检验 如 下 的 假设 ; 
He: € wm 和 EE w, 
其 中 o,C9, 71 w。& 2Q.， 则 总 假定 0€ o, 和 1,€ w。。 有 许多 
方法 能 得 到 检验 假设 H, 的 统计 自 。 通常 ， 我 们 可 使 出 似 然 比 准 
则 , 这 是 因为 它们 一 般 地 说 有 许多 好 的 性 质 。 贿 设 H 的 似 然 比 准 
则 如 下 ; 


其 中 Lle, D 是 XX 的 似 然 函数 ， 即 x 的 密度 ，、 也 可 看 作 是 参数 
Caa) 的 函数 。 拒 绝 区 域 是 ¿=< %。, 其 中 AL 击 下 式 确定 ; 
P (¿ < ¿, lH.) = o, 


5.2.2 ”检验 均值 向 最 等 于 一 个 指定 的 向 量 


设 X — VS (n Z, > p E FERES. 在 许多 实际 
HEt e Rr EJÉCKXUES. TUUINRDUERNSEE P ROSTER 
pos WRITE RARA i 
(5.2.1) Hon = Bo, 针对 Hip vh s 
不 失 一 般 性 ;我们 假定 u.c 0, 否则 我 们 可 用 X — a, 代替 X. 
因此 ,如 上 的 假设 成 为 
(5.2.2) Hoa 本 0 针对 Hia = 0. 

的 似 然 函数 给 定 为 

(5.2.3).  L(æ,£) = 12) ”2F(e (X — 140X (X — la) 
- |Z |" *"f(trz^!S + n(z — a) > G — 422, 

其 中 
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á 


à 
xz 一 + >` x 一 + X'1 和 3 一 b» (xq) — X) 一 zx). 
ici 


im] 


= P, = 11, 我 们 在 S= X'(1, vs P,)X,P,1 € 1. 
n 


引 理 5.2.1 “(Ep E39(B E F RIE 
(3.2.4) maxL(a X) = IAS (f)X X| TA ECPÍ sas GO» 


z»0 
其 中 2... C) 如 定理 41.1 所 定义 。 
证 由 (5.2.3) 
(5.2.5)maxL (z ,2) _ maxL (0,22 = max|2Zi 一 /CT X). 
r>) 


iOX'UX-—(QUX)"QUXy^ R. £ XX) "XQX'X) ^, Bj 

IX" EXX) 一 XX TE Rei 

一 [XX TC Tt 

会 |X'XI "Ch, 4) 
Kira, ua, 是 的 了 个 特征 信 。 正 如 定理 4.1.1 中 所 断言 , 8 
在 一 … = 1, — 1 处 达到 它 的 极 大 信和 ， 用 引 弄 4.1.2,(5.2.5) 
为 
maxL(a X) 一 max | X'X i-i "fef 

EG 

一 XX | aC] CP] Amal) 
即 是 于 要 证 明 的 。 昌 
HE 4.1.1， 我 们 有 

(5.2.6) maxL(g,X)- llaa DSI p/m tf)), 


ac RP 
rf 
H (5.2.5) f 5.2.6) 可 推出 其 似 然 比 是 
(27) 1 一 Pos teda cdxxpe. jsp 
max Lla, 2) isi Ix'x|*^ 
KtR. È> 
a (5122 


- vid und rh a 74 
[S + nar |" EE 
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由 练习 1.1 可 推出 ($.2.7) 的 最 后 -- 个 等 式 。 注 意 , 1 是 nz $ lz BD 
碱 函数 ， 故 我 们 能 使 用 nz'57x 作为 一 个 统计 量 来 检验 (5.2.2) 或 
等 价 地 ,使 用 T 一 n(n 一 Dx 5C z,3t BIA DOR 

(5.2.8) n(n — DX Sx 2 cas 

其 中 c。 是 取决 于 检验 显著 水 半 = 的 一 个 常数 。 由 定理 5.1.1， 容 
易 验 证 在 VS. CP) h T? 是 一 个 不 变 的 统计 量 ， 那 么 ,对 给 定 的 
ax 为 了 确定 c., 我 们 只 需 导 出 正 态 总 体 的 T: RS. 


9.2.3 T" 分 布 
i X~ N... 1,@2>), nl P B 
T! — T(p,n — Vl, a) = n(n — IX'S, 
m 
x = E Tion $ = Go — Yn — xY. 
# fw) fx; 
由 ^ri 节 的 论证 ,我 们 有 


(5.2.9) E = sz, Rü $= Sio, 
Ta 


其 中 
Za 
Z-|:j-rX 
Eig 


Bre OCGD :其 最 后 一 行为 (二 - 273), 因此 ;Z ~ N,x,(M, 
0 
LBI) Ep uo rie = i) B so cns no 独立 ， 


za ~ N(0,2), 6m 1,5 — 1, so ~ NOB. X). dd 
SS = GS m nimis r), 0 < r < p, 
à-—(s4)X'-6s). 

首先 ,种 要 以 下 的 引 理 . 

引 理 5.2.2 ”使 用 如 上 的 记号 ,我 们 有 
G) att/5f? ~ pip B5 Spa 独立 
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(i) 对 每 个 06 be Rr 有 PE LIES CU ~ X: 
i 把 互 和 3 分 为 


Ce 


Oza Tpp Sa Spp 


2 = 


其 中 Xp — 1) X (p — D A Sa:(p 1) X (pg — DD, 我 们 
有 . í 


SPP — ISl Sl 
IS] Siul Css = Sasi a) 


-— (spp 一 aS sa) 1, 
由 于 5 一 ZyZ*, 其 中 Z, 一 (zy un MAD 8 $l 
Su = ZZ sg = Ziz, = sas tpp m E. 
其 中 Z* = (Ziz) Z: G — 1) x (p — 0. 因此 
GrP)! = zx, — EZ) ' 2, 
= gl — Z(ZZ)'Z)yz,s,Cr, 
显然 ,C — C E. C: = C， 由 引 理 2.6.1 的 推论 3 能 够 证 明 
z, |Z, ~ Noal ZET Ons (0pp — 9nZu02)1 e) 
一 Ns ZZ om (0*0) I, D), 
给 定 Zo WHER 2.8.2 的 推论 ] ,我 们 有 
(5.2.10) OPP jsPP 一 z Czat? ~ XLL,, 
这 是 因为 
rkC = trC = tr(I — Z ,(Z:Z,) 'Z') = (n — 1) 
= (p=; 1 yan = p 
其 概率 1 H. 
CZ Epo = (I — Z (Z, ZO ZZ Emon == 0, 
由 于 of?jst? 与 Z, 独立 ,第 一 个 结论 得 证 。 
AEGI 可 以 假定 -1.4 re O(p) Ab FARA P 
行 。 以 TSF Rrr 代替 第 一 部 分 的 3 AE, WEW SUB 
E 2yul S PSP 和 TT 的 最 后 的 对 角 元 素 , 故 定理 的 第 二 个 
结论 得 证 , 
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定理 5.2.1 设 X~ Nale LDE) > p R. T? 如 前 所 
x X. MU 


n — P 
T? ~ F(p,n — p,à 
Gd (p.s — P2), 
其 中 i anaga 
iE iG 
zs" fofi AO 
rn 一 (z (+ z) za — TT,, 


因此 
LECP p. = n— p T, 
(5 — Dp pm 


由 于 了 与 8 独立 ( 见 4.2.3 节 ), 故 对 给 定 的 了 ,我 们 有 UT, XL, 
( 引 理 5.2.2) 与 独立 ， 另 一 方面 , 了 ~ Nas Lx). 设 


er a (a) jn 


T= z (+ z) — yy— ga), 


n 


其 中 2 一 «(t z) (4 x" B nz l, U 


524 T 检验 与 检验 的 不 变性 


设 绾 ”是 样本 空间 有 c Br EK 的 子 集 的 代数 。 实际 上 
Ar ARE R MBERE Borel 域 ， 设 @ = (0) 是 参数 
ZA RA P 表示 Be 上 的 颖 率 分 布 Ps 的 族 , 9€ @, 这里， 
我 们 关心 的 是 对 于 一 个 对 立根 设 HO,8€ aN — 6, QEG 
E &€ 9) 检验 零 假设 Hale @ ASIE 323, 检 驴 问题 的 不 变性 
缀 则 主要 涉及 在 两 个 空间 ， 即 样本 空间 MERR EOR 
换 。 BER LIERSE) ARNE eG OE 
是 从 R 到 & 的 一 对 一 变换 , 即 对 每 个 xe. FE eM 
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使 得 n= gx Ë. gxr 一 gz, RIE x; — i Gi 它 是 双 可 测 的 , A 
Ti, 4 £ E. we 中 取 值 的 随机 变量 时 ,gs b ES" 中 取 值 的 随机 变 
量 , 并 且 对 任何 46 Ba, zÀ lg A 《家 与 变换 集 ) 都 属于 Za. 
相应 于 8 的 导出 变换 如 下 定义 。 设 X 是 K 中 取 值 的 随机 变量 
(向 量 ) 且 购 率 分 布 为 Pe, 0€ 8 使 得 我 们 能 够 定义 @ 上 的 一 个 
变换 pip) 一 9 ,以 G 一 {8} 表示 所 有 这 样 的 5 的 集合 。 设 所 
有 的 P,0c6 ERAH, RI 0,9 0,,9.€ 9,0,€ O 蕴涵 P, = 
Po HJ 8 唯一 地 确定 了 5。 容易 看 出 ,6 是 上 的 一 个 变换 群 且 


1 


£n dh. Eg. EA p 之 启 的 对 应 是 问 坊 对 应 ， 

定义 5.2.1 对 于 对 应 假设 Hooe @, 检验 HO0€ 9, 的 问题 
称 为 关于 群 召 保持 不 变 如 果 

G 对 于 ge G,A6 到 7:Pofpg4 = PaA); 

Gi) 对 于 g€ G,p@, = 9,20, 一 O. 

$15.2.1 定义 一 个 群 G 一 GL(p) = (Al A:p X p l A| = 
0. GLO) WEOCOHUERE. ik S£ 一 BË GLO) 作用 于 
X 如 下 

A:X— XA,4€ GL). 
iR X~ VS$,, (a, Z,f), (n, 322€ 8 — RP x 5,， 其 中 5, &iE 
定 阵 群 。 容 易 看 到 XA ~ VS, (An, AZA F) AIE, sih PE 
G =G 作用 于 @ 如 下 : 
A:(a.2) — (4 n, d'EA), AEG = GLCP), 

对 于 对 立 假设 为 Hun 0, ZARIE Haa — 0. MEL 
10} xa, B 9 一 9 一 Bo。 因此 ， 检验 (5.2.2) 的 问题 关于 群 
CLO) 保持 不 变 . 

在 1.7 节 ,我 们 已 经 定义 了 不 变 函 数 与 极 大 不 变 阴 数 , 并 绘 册 
了 殷 多 例子 。 下 列 的 定 表 指出 、 若 一 个 分 布 虚 在 一 个 徊 G 下 是 不 
变 的 , 则 在 G 下 任何 不 变 的 分 布 只 依 加 于 在 G 下 的 一 个 极 大 不 变 
参数 ， 

1135.22 没 X~Pob6g 且 G 是 样本 空间 Æ 上 的 一 
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个 变换 群 。 TCx) 是 G 下 可 测 的 不 变 函 数 ， 假设 巨 是 @ 上 的 导 
出 群生 »(0) 是 下 的 极 大 不 变 函 数 。 则 TCX》 的 分 布 只 通过 
v(8) 依赖 于 0. 
证 设 x(0) »(962.9,6,€2. WE (0):EG Fia 
的 极 大 不 变 函 数 , 故 存在 pe G 850. 0, 一 z0,. 现 对 任何 Borel if 
数 k > 0, 我 们 有 
(5.2.11) EolhCT(X))] — Es [ACT (gX))1 
l = E, [RT GO)] 
一 E,,[ ACT (X221. 
故 定理 得 证 。1 
由 定理 5.2.2, 任何 不 变 检 验 的 功效 函数 EC) Riki 
数 空间 中 的 极 大 不 变量 ， 但 是 ,一 般 电 说 , 逆 命题 是 不 正确 的 。 
SHA T 检验 的 光良 福 , 设 X 有 密度 
LETS + (X — aYX"(z — a). 


则 当 Haa 一 0 是 正确 的 时 候 ,下 SE — pT*/(n — 1 
— p) ^ F(p,n — p), 5 Hi:p #0 BERKER, p/a 一 
p))2S" OA" x dut F SHC 2.9.3 5), BD 


T? = P gy GF pap lf) m aX"a, 
n—? 


CER 6 一 GLO) 下 在 8 = Rt x 6, PERR 3 RS TU 
密度 


caip aet ds (o ts n] 


n — P 
I asa 


( pr 2 3 D =z 
fe — 2 — AE 48 cosg + 6? + r! ]sin° ?BdudrdfB, 
Š n— P +T p: 


其 中 c 是 与 一 ama 无 关 的 常数 。 当 5 一 0 时 ,显然 ,a(#*10) 
是 F(p.n — p) 的 密度 ( 见 2.9.3 45), 
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XR 523 在 如 上 的 假设 下 ,着 P0) 20, wm 0, 则 在 关 
于 非 异 线性 变换 群 是 不 变 的 对 于 对 立 假 设 Hal ve 0 KyU Ha 
p 一 0 的 水 平 为 = 的 所 有 的 检验 $CX) th, T: 检验 或 其 等 价 的 
《5.2.11) 是 一 个 一 致 最 大 功效 的 不 变 检验 . 

证 因为 (23) 对 (2 是 充分 的 ( 苑 4.3.2 节 )， 故 对 任何 检 
验 CX), $= E[ó(X)|zx,$1 5E Ca, X) 无 关 且 只 依赖 二 
(2,5). HEG — GLO) 下 , $ 不 变 时 , 即 对 每 个 Ac GLO 有 
四 (XXA) = 900, 容易 看 到 在 G 下 $ 是 不 变 的 、 因 为 Bat4] 一 
Es 61, ik é 5 e d TRIS EEG ER. A, RIRE A BT 
《53) 的 不 变 检验 。 现 在 变换 群 x —d'e.S— ASA Xb 4€ 
GL(G), T 一 个 极 大 不 变 函 数 。 由 定理 5.2.2, 任 何不 变 检验 的 功 
AAE H tk j 5 — Xa. Wb. EET Hiis == O E 
Ky Ha a 一 0 的 不 变 检 验 等 价 于 针对 万:3 关 0 检验 Hy8-O. 
应 用 Neyman-Pearson 基本 引 理 求 最 大 功效 检验 、 即 检验 s 
0, 对 于 6 > 0, 其 中 5 是 指定 的 , 则 当 

(Cal 

(5.2.13) Sa $9 
其 中 8 由 (5.2.12) 给 定 且 es 取得 使 检验 有 水 平 a, 我 们 拒绝 Ha, # 
能 证 明 , eC] 87)/g(n]0). 对 任何 8 > 0 是 疡 的 一 个 非 碱 函数 , Mi 
存在 e 使 得 (5.2.13) 成 立 当 且 仅 当 对 任何 5 > 0,08 > c, 其 中 
e 与 6 无 美 ， 因 此 ,* 检验, 等 价 地 , T? 检验 是 一 臻 最 大 功效 的 不 
变 检验 ,因此 定理 得 证 ， 现 在 | 

gr 127) dur Ü 

BAS 一 外 sie A f(a -2 4; mE pe 

X uðcosl -+ 8? + 2 sin 8)? ?dudrdB , 
其 中 是 常数 ， 因 此 ,《pr?/(s — p + pt): J& P H5—7 TB PRI, 
因此 , 若 
| IC — 2ru8 cos + 8° + ri)sint gdp 

R: <> 0RUAPEERE x> 0,6 > 0r > 0 的 非 三 函数 , 则 zG2182y/ 
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2《210) 是 对 任意 5^ 22 0 Hr BSHEDRERSA, iE 
h(x) == NC — 2xu8 cosg + 8* -+ r')sin? gdh, 
WX] x > 0, 


h'(x) = —2uó » f Ge 一 lru cos8 + 8? + rz) cosfsin* 2848. 
a —zu] [' fC — 2xu8(1 — y + 82: + ry dy 
= f f'Gé + 2xu8(1 — y)? + ry dy 
reb a OEO dy 2 0, 


rh w — 2x&(1 — y)?6 + 0^ r < £ =< à + 2xu8(1 — y^ 
十 合十 rf 这 证 明了 h(x) 是 非 减 函数 ,日 
定理 5.2.3 属于 金辉 (1986)。 


52.5 ”检验 具有 相等 的 未 知 协 差 阵 的 几 个 均值 的 相等 


考虑 来 自 9 个 总 体 的 样本 ， 每 个 总 体 都 是 维 的 且 分 别 具 有 
均值 向 量 sa, ZBE Dos E i 个 样本 大 小 是 n, 
ni > piel, eg Hon =+ --- + n, É m = 0 # z, — 
n + oct Ton, i9 d, ors... 来 自 第 i 个 
总 体 , i= d,e594. Ë X; ^ (xao, ens ctr oap) 是 第 了 个 样本 
观察 值 且 设 样本 的 联合 密度 是 
(5.2.14) (TI iie y( t2; !G; h 

i=) `j] 


"j t 


其 中 G; = Gu; sn R ii) ao; eo — u,).i-13ee ".g, E 


X = (Xs X0 418 G; — (X; ml (Xi 一 ay. i = 
1.*7*.q. 
Uu 
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Mi 


m 1 l 

x; = pu > To;aQro T "" Xj 
并 设 
(5.2.15) 


3; 一 > ÍT Ei) xa, aen — žy —= X;(1,, 一 P;)X;, 
i=} 


其 中 P= LL, i109 利用 (5.2.15), 我 们 能 冯 (5.2.14》 
写成 如 下 形式 

i Xj 732 x t ZG; 

CI iic (X uzre, ) 


11 


(5.2.16) 


zt (T Iz 7e) iter + oni 一 pi) Xj Gn 一 21) 


假设 Z= .… 一 x, 一 了, 我们 可 要 求 假设 
(5.2.17) Hyla ot gp, t g, 
成 立 。 有 关 的 似 然 函数 是 

(5.2.18) LC, t3 8, 43) 


= | X|7*2f (> [tr3 3 + n (8; — py x (x; 一 41). 
相应 于 (5.2.17) 的 似 然 比 统计 最 是 
max L(g,--- ;u, X) 


(5.2.19) A, — 一 
: max Lm; *** p, 42) 
mi ER? I 
I» 


若 f 非 增 且 连 续 , 则 显然 有 
(5.2.20) max TL ps es p93) = ls GS I EG). 
其 中 


$= X leo — Ero — z), 
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# = JE M Xi m É Diniz; 
f im n jt 
因为 似 然 函 数 Llus 8,2). 等 于 似 然 函 数 (5.2.3)。 
513 5.2.3 itj dEXÉB YES. m 
(5.2.21) 
; max Lm a TT Tg gig ,X) 


= [ma CS, + SET" Col ausu). 

证 ERN f IEK k AE E Z > 008 

LG, Ns "sgp X) < LC, de p) 
# mm in i=l, q WERF SRI. URIA. 
LEE) 一 IX" UE S + -- + 5). 

证 明 的 余下 的 部 分 与 定理 4.1.1 的 证 明 相 同 ， 只 要 以 5 十 …- 十 
S, 代替 3。 则 引 理 得 证 .0 

EH 5.2.4 在 引 理 5.2.3 的 假设 下 , 检验 假设 (5.2.17) 的 似 然 
比 准 则 是 
max L(g,:**,p,X) gi" 


€ RP T. - " 
Inax L (zas * ` ses x) 15, qo S,V*^ 


其 分 布 与 正 态 情形 相同 。 

证 由 引 理 5.2.3, 定 理 5.1.1 和 它 的 推论 , 本 定理 得 证 。 D 

为 了 得 到 à, 的 分 布 ,我 们 需要 以 下 的 定义 ， 

EM 5.2.2 设 A~ W,(n,X) 53 B~ W (m,2) 独立 其 
中 WC.) 是 3.41 节 中 定义 的 Wishart 分 布 。 

A 

[A+ B! 
的 分 布 称 为 Wilks A 分 布 且 记 为 A ~ AC, nm). 

兴 为 统计 最 17 的 分 布 与 正 态 情形 相同 ， 因 此 在 如 下 的 定理 
中 ,能 够 证 明 a” ~ Alpan — 4,4). 

定理 5.2.5 使 用 如 上 的 记号 , 当 H, 正确 时 我 们 有 
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à € 


À = 


a — eres S.l. rod ACp,n — 4.4). 
证 由 za 的 不 变 狂 , 故 可 以 假设 ， 样本 来 自 正 态 分 布 的 总 体 ， 
RI X x N,x,CM , 1,092), 其 中 M E (wlos na lo Xe ER 
X; ~ N... (1... 4 2). pe 1,*-7,9. 注意 
$= X'D,X, S; = XiD,X;, 


Ku p, = !, — Lan, 我 们 有 


ki 
E—$ tS, S9 XiD,X —X'CX, 


其 中 C,-—dia(D,,--,D,). BA, Cim C, Ci = CukC, m 
m-—ltecba—i-a—4 B CM-U 由 2.8.2 节 和 
3.4.2 节 的 理论 ,我 们 有 E ~ W, — ag, E) W C, = D, — G, Ë. 
B—S—E. W B= X CX. 能 够 验证 C7 C, C} = C, H 
rkC, — 9。 当 H ERAR, RIA CM 一 0 使 得 下 一 W ,(q,2). 
则 由 定义 5.2.2, 结论 得 证 。0 

入 分 布 在 多 元 分 析 中 非常 有 用 、 在 许多 教科 书 中 有 详细 的 论 
述 ,例如 Anderson (1984), Muirhead (1982), KAEMI JT AE 
《1982)。 其 精确 的 分 布 已 由 Schatzoff (1966) 得 到 。 为 了 实际 
的 需要 ,我们 列 出 下 列 的 结果 ,但 不 给 出 证 遇 ， 

G) Zi A~ ACp,n,1), ii 


CORE mdi E 


"T ~ Tp,n), 


(Q2) # A~ 4(Cp,n,2), 则 


cup" Mon ~ F(2p, 2(n — p)). 


(2 € A~ A(1,n,m), MI 
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LA F(m,n),. 
(4) # 4 ~ A(,n,m) Bl 
1— (A n — 1 
CAN” m 


(5) 若 A~ A(p,n m). MI A Lg, Bp ER B sv 
立 且 Bj ~ B((n — p++-jD/2,m/2) (Beca HA), i 1,7, p. X 
者 可 以 发 现 对 于 p= 1028,9—1,:--,00 8m = 1,+-., 120 的 
ACp,m,n) 的 100a % EWR CHLSEZR EET JE36(1982)8X, Kres 
(1975))， 关 于 检验 假设 (5.2.17) 的 进一步 的 讨论 将 放 到 6.4.0 W, 

前 面 我 们 已 经 研究 了 内 有 相等 的 协 方 差 阵 的 几 个 均值 的 检 
验 。 关 于 具有 不 相等 的 末 知 芍 协 方差 阵 的 几 个 均值 的 假设 答 验 还 
没有 很 好 的 解决 ， 即 使 在 一 元 正 态 的 情形 也 是 如 此 。 


~ F(2m,2(n — 1)), 


53 对 协 方差 阵 的 检验 


5.3.1 球 性 检验 


设 X 有 密度 
(5.3.1) Ix | "^ GX — 140227 (X — ly) 
-X|^7f (XS + 2(€ — py X (z — a). 
我 们 希望 检验 
(5.3.2) HEC aX, EAD X, > 0 3 a> 0 3, 
首先 ,我 们 假设 XE I, [10.3.1324] 85 RAAR 
Las £) = [EVP E'S A nE — uyYX "(x — i». 
因为 当 f 非 增 连 续 时 (2) 的 极 天 似 然 估计 是 〈* uU) x 
我 们 有 
(5.3.3) ,max L(a4,2)— [La Í FSIE Cp hma), 


和 
(5.3.4) max L(g,al,) = maxL(g,a1,) = maxa **^f(tt$/a) 
: n€ RE ,a>0 a> 429 
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— max(trS/ap)* h^ (arS/ p) "^ fCpCtrS/ po) 
= max(u$/p) "Pi etj (pa) 


— (us/ p) Qua (D t FO as (DD). 
定理 53.1 oU X — VS, (5, f),n > p HO EHE. 
则 为 检验 H:S m ol, DUREE HE UL RE 
max LO. alp) [5|*? 


1, 一 ERP, a> = 7 
max L(a,2) (tr3/ p)rr^. 


z€ RÓ.X»6 


它 的 分 布 与 正 态 情形 相同 。 
推论 ” 泵 定理 5.3.1 的 假定 下 ,为 了 检验 Ho: 3 了 ~ ax E 


I s Ph »/2 
知 , 似 然 比 准则 是 (rS p)t?* 


为 了 的 无 偏 性 , 曾 有 人 把 1, 修正 为 ( 当 I= ! 89) 
[5 (n-1)/2 

(t$ / p) * De 
以 # 一 1 代替 和 Davis (1971) 得 到 了 袜 的 渐 近 零 分 布 并 证 明 
q 4 n — ÇO N 

_, 6pn — 1) — QP- £2) usi 

2 6i» D iis 

的 浙 近 零 分 布 是 (orm_i。 Mauchy (1940) 推导 了 8” WA, 
Khatri 和 Srivastava (1971) 得到 了 AZ 的 精确 分 布 。 


¿r 一 


5.3.2” 几 个 协 方 差 阵 的 相等 


设 叉 有 密度 (5.2.14)， 我 们 要 检验 
(5.3,5) Ho: 2 = = X. = X, 
而 ow. iml, 是 未 知 的 ， 似 然 函数 是 

Llys tt mai t3 


= H iz | 921 (X [trX;'5; + n (z, — n» Xi (z, 一 s) 
tml rml 
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其 中 $,-.5, BISDAE, BISUR 5.2.3， 当 f 非 增 且 连 续 
时 ,我 们 有 
(5.2.21) max L(m,7** n2, ***,X) 
A extre 

= Ba, + -- + SUITED. 

为 了 得 到 似 然 比 准 则 ,我 们 需要 如 下 的 引 理 。 
引 理 5.3.1. 设 f 非 增 和 可 微 ， 则 
max Lms tsps tt E) 
"mcum 


- aso)» (ELS) ise], 


其 中 MP t$, 由 (5.2.15 ) 给 定 。 
证 使 用 与 引 理 5.2.3 证 明 类 似 的 方法 ,我 们 有 


max L UM à3|: 77 5,2 
mr Cn , DELATI * O 
ml 


— max Lèi; A *,€65215 Ë 24) 
Ii» 
iming 


x(z xw). 
其 中 tp 是 £ — SOES” 的 ?个 特征 值 。 因为 5 之 
P. 出 引 理 4.1.1 有 以 概率 1 地 3 >0 6 一 1 9)， 故 正如 定 
38 4.1.1 的 证 明 一 样 ,上 式 大 括号 中 的 函数 在 da mm rium a 
处 达到 它 的 极 大 值 , 并 且 大 括号 中 的 值 变 为 


(5.3.6) (H |s, 1752 JE > iar, 
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BL TT 
设 81 0, : l, 3:4. 我 们 有 
Li 
OR 


à, — I) — — 
(Pza) 


因此 l = (m/m) (= 1... 9 É. 1 — (mn). 则 A 一 
Gfn)k, i 一 1,.…,9 且 (5.36) 成 为 


(H s47% Kuy” JofCp1D， 
回顾 ATC) 在 malf) 达到 它 的 极 大 值 ， 因 此 ， 引 理 得 
uE, D 


定理 5.8.2. 在 引 理 5.3.1 的 假设 下 , 为 检验 假设 (5.3.5), 似 然 
比 准则 是 | 


i= 1,- » 


max — L(m;*7*525,52,77*,2) 


1 - P imb. 
了 Ca py pp 


max 
a eR? Eli 


$, s; 
= I!! | (5 ) saa 
IS, + + $,1*^ i 
AX fb Eig E IR. 


Bartlett 建议 在 为 中 以 n — 1 RE m DL n — 4 代替 并且 
以 £ SmRÍÉIET SUA, Box 给 出 了 —2Zlog4; 的 浙 近 等 分 布 , 它 
是 (1/G( — 4), rh h — G /2)e(p + 1(q 一 1)), E 
| Qp t 3p — LG t1) =. 

«o uc nes 


E 2p *3p—1 (3 died pd 


lpt 1s —1) 、\ 人 一 1 na 
一 2 log +7 的 零 分 布 也 能 以 PPCRS EO 近似 ,其 中 


`". T; 
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í = f.i 一 由 一 fir’), h= Cfi + 2)/(d, 一 di) 


(p — DCp +X tatl) 36 aigu ed 
6g (n — 1 : 


XR Dn y ls ) ,其 他 . 


( ra E 
l 6(q—1) iG — lY (— y 


` -> 8e; 


d, = 


当 q = 2t, Khatri 和 Srivatava (1971) $kE& Y aT BRE ER 
fn, 用 6 20 20, 表示 XE 的 特征 值 , 则 检验 五 一 5 等 
价 于 检验 M: 8. 一，… 一 9, 一 1, 检验 很 设 的 问题 在 群 G 一 
CGL), R) 下 保持 不 变 , 群 对 XX 的 作用 为 
X— XA+ le, A€ GL(p), a€ R*, 

SS 的 特征 值 集合 (61，-……，#$,) 在 群 G 下 是 一 个 极 大 不 变 
的 统计 有 量 。 因此 ， 我 们 可 以 建立 许多 不 变 检验 的 统计 量 ， 鲍 如 ， 
(a) S ,S | m teega Cb) (r(S,Sz') —= B + --- + E,; (c)XXmax 
(&,-**, E), min(8,,--., &,)); (d) ICS: + S,)Sz1| = (8, 十 
I)e + 1). 这 些 统计 县 有 许多 好 的 性 质 。 


5.3.3 ”同时 检验 几 个 均值 和 协 方差 阵 的 相等 
设 X 有 密度 (5.2.16) 或 (5.2.14)。 我 们 需要 检验 
(5.3.7) Hug = = a =, E. 2 = = Z, = >x. 
MERITA AA ERR 
L(ms***s59 521, 7734) 


一 II [2,17 *^f (X Grès, + ni; 一 YX; (E, 一 m)1) 


其 中 wi p B.S; 由 (5.2.15) 给 定 ,i 一 1, --,9, WE f AERE ER 
且 可 微 ， 由 3 引 理 5.3.1, 我 们 立即 有 
max ` L(n,- my >) 


¿e RË ,E>0 


max L Vies X... X 
ne d Cm, s#g5 21" , n 


PL 


9232 * 


如 前 所 述 , A s — 1 ($59 5 BLEL 好 表示 修正 的 2, 


. Box 证 
明了 | 


P(—2plogif < r|H,) = P(X < x) + wl PX1,, < zx) 
— P(X < x)! + oln), 


其 中 
一 于 (9 一 DGp + Dp, 
| 
十 2 
O s 
和 


- 一 -一 mu MER: - 
” 2889 ge (w; — IY ver die ip +2) 

- 3(—L—- 1 yë + 3p — 1) 

n, —1 n — q ¿ (q — 1)(p + 3) 


一 u (> < -—+-) 
twy Pi = 


n — g 


x Gg + 3p— 1Xp — q+ 22_ 
| (z — q)(p + 3) 
— 36 4 — UXP — 4 + 22 
(n — qY(p + 3) 
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| 
因此 ， 一 2plog ix 的 渐 近 零 分 布 是 XXXep+Dems 
假设 检验 问题 在 群 G — (GLO), R) 下 是 不 变 的 ， 群 在 X 
上 的 作用 为 
X— XA + 1, 4€ GL, a€ R”, 
显然 , 似 然 比 准 则 1, 在 G 下 是 一 个 不 变 统计 量 。 


534 ”检验 变量 集合 间 缺 乏 相 关 性 
设 和 不 有 密度 函数 
(5.3.8) E| FrEE X — Ip Y(X —1u)) 
= Zt" QaES-x£a-—gauyX cr —au)» 


n > ph X = (za 5r * o3) 5 x " > Xu» 
上 四】 
$- x (1,— l 11 )x. 
# 


把 x, 和 有 分 为 


gt M P: fa» Yay 
"9-0 
Boo! \PR Eo» Xap 
Zu *7*.Zu Susta Sik 
FM aam 
Eps” Zu Su5** $a 
SU LODS RES 3 E i 
(5.3.9) H: Z; = O itj 
因为 当 xm 8 ILNDSIBABIN, 
[rozm] = 22, 
Ho B XI SER RET IE) k A 是 互相 无 关 的 ,特别 地 ,如 果 
za ~ Na, Z), CNE. 
设 Q — {Cp 2)[Z > 0, s€ R'1 fü OQ, — {Cp, E)E 
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diag( Zn icu Xu) > 0, Ps € R°). 
引 理 5.3.2 ix f FRH eA, WJ 


man LG 3) m ism (TT Iss ) Kol, 
其 中 L(&,5) RC.3.6)rpsg SC fo b err, 
证 ”如 前 所 述 , 我 们 有 


max L(g,X) 


(m, € De 


- y A, L(z,diag(3y,- * ZA 


= max II (Zul f (e xs 3$; 


SPA T 


£ aan 4 pi 
= miz x (| I! Sal). ^l Hi aze] 
Pe im=1 j@1 
eii iH 


1 Pi 
x (È X v) 
其 中 Aiaste lip, 是 SM Ens, i= 1,***, &, P PEGE TB, 
正如 定理 4.1.1 的 证 明 一 样 ， 上 述 公式 大 括号 中 的 Ou) 必 相 
等 。 因 此 ,我 们 有 


max LCps 3) 一 (H sd)" maxi"*^fCp/1) 


- (Tisa) iatis» 


引 理 得 证 , 昌 

由 引 理 5.3.2, 我 们 立即 得 到 以 下 定理 . 

定理 5.3.3 ”在 引 理 5.3.2 的 假定 下 , 检验 (5.3.9) 的 似 然 比 准 
则 是 | 
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max LCa, X) 


1; um 【rciZ) E Dy iS sn i 
ax L(gu, X) - (Ils y 


f 


它 上 有 与 正 态 情 形 一 样 的 分 布 。 
id 65 一 54/(8485)'7,. MERHAR TR ft 6y 组 成 的 矩阵 让 是 


I ĝu te Blp 


É 一 fn 1 
Ên Ó ° * ° 1 


显然 ist 一 (了 s,)I&I。 按 3 的 分 块 形式 把 入 分 成 
Ñ, D Bu 
E " ) 
Ry + Ra 


1, m 


Lu 


(ú Ps 


通过 样本 相关 系数 给 出 了 1, 的 表达 式 . 
B Gao Ë P x P ERROAREAEE,D 一 diag( Das ==, Du), 


其 中 Dux p x» -p de (5.339) 的 问题 在 仿 射 变换 


(D,a),D € Gpp a a€ R* 的 群 Ggp 下 保持 不 变 。 这 种 仿 射 变换 
把 每 个 X 变 换 为 XD da. PR, 13 ER Ga? 下 是 一 个 不 变 统 
ir. l f 

设 -—» QEEDOX»«l,.,rRj4Gmnumlu E. 
Anderson (1958) 给 出 
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(5.3.10) 


[4 ig A 
EQ |H) = ji: 5d ^)IT ri^ i) 


frente) 


ím1 


> 


| ' DEN ERE 
EN HB 5 Zu, n l,- u "k. S 36:74 33101 Anderson 1958, 


9.435), 4 H, EGIT, v 与 i I] ws 同 分 布 , 其 中 {Y 吕 是 独立 
分 布 的 具有 参数 (Co — na DIS aD 的 中 心 Beta 随机 
dB, Ei = D. à 一 0， 实 际 上 , 我们 是 使 用 ”的 渐 近 
435. y 


- f ko +1)— Siaa + Dh 


a(r- 210) + í |exxe- 2) 


p 1 一 -——————34£2 
en f — » a) 
i tmj 
* 4 * 2 
w- Dr (7-2 [(# — 2129) 
= tml el 2 _ izl 
4 96 t 
i 72 —_ 2a) 
im] 
a = np, 


Box (1949) 证 明了 
P(—alog» < x) = P(Xj < x) + (r/2[ PX, < x) 
— P(Xi =< z)] + Oa). 
天 此 ,对 于 大 的 ”一 clogz 的 分 布 近似 于 Xi ds. 
B k=2, pml E pepi WER Su 0 就 等 于 
检验 多 重 相关 系数 为 零 ( 见 4.1.4 节 )、 于 是 ， 
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-1 E 
j= IM — fn 一 5552 54 = 一 fuii = 1 — R° 


Su ISa! Su fu 
则 能 够 证 明 
v~ A(1l,n — p,p — 1), 
和 
aR WP e. E 
(5.3.11) F Dc E ac F(p— 1,n — p) 


RREA TERS EARRA EHAE, C"TrEMDBCO 3.11) 
我 们 能 够 检验 ,在 两 个 一 元 变量 疗 , 如 zx R y [RIEHROS RRE R. 
关于 R' 检验 的 优良 性 ,读者 可 参见 Giri (1977), 


54 ”关于 似 然 比 检验 的 一 个 注 记 


在 前 面 几 节 中 ,通过 Anderson 和 方 开 泰 (1982c) 所 建议 的 统 
一 的 方法 。 我 们 利用 极 大 似 然 方法 分 别 得 到 了 检验 均值 和 协 差 阵 
的 似 然 比 准则 。 那 些 似 然 比 准则 及 其 分 布 的 形式 在 包括 正 态 情形 
的 整个 类 中 是 相同 的 。 下 面 的 定理 建立 了 正 态 总 体 与 椭 球 等 高 总 
体 似 然 比 准 则 之 间 的 联系 .这 个 定理 是 属于 Anderson， 方 开 泰 和 
许 娃 伦 的 (1986)。 他 们 是 由 < 一 vecX 着 手 而 不 是 从 X 本 身 着 手 
的 。 

设 x ~ ECy(u.2,0) 有 密度 
(5.4.1) [Z| "^ f(x — aY Z x — n), 
其 中 FG) EEL, olb EZRA. HE o 一 o, X w,， 其 中 
o C RE H o, 是 N X NN 的 正定 阵 的 一 个 子 集 使 得 z € o, Zi W 
aZ € o, 对 每 个 & > 0 成 立 。 

定理 5.4.1 在 如 上 的 假设 下 , 如 果 在 正 态 性 之 下 的 极 大 似 然 
估计 ae o, E £o, 存在 且 叭 一 , 并 且 以 概率 1 地 有 >> 0, 
则 á = a X 2 — Nimal? 是 在 f') 下 的 极 大 似 然 估计 且 似 
然 函 数 的 极 大 值 是 
(5.4.2) [S40 (f)] EC 3C f 22; 
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其 中 
(543) — ë= min G— YB G — a), 


ME 
yv 


证 HW a= |5 PA B B-—(l/eo)x, Ul [B| = 1, B0 
H Bew, HERH Ze o, ESAR E (2x) "7 RA 


a ^ P^exp J-e — ay B {x 一 e). 
Butt a7 exp | — E), CO < a < co), RET AERE c > 0E a, — e] 


六 处 达到 极 大 值 。 因 此 ;我 们 有 


max. Iz teo - G — n)2 (x — a) 
— max maxa ""exp I-ic —gu) B (x 一 2 
i i Za 
= N Na SN 
um Ge) U^ 
Alk, RIF ES F: Z EROKDUA TIE BEIRCo, 和 Z€ o, # 
#Big— ,3 B. iP 0,a.e., 则 存在 u” 一 fE ws H I € c, 使 得 
(x — &yB (x — f) - min (x — p) B(s — n) — 8, 
Bani 
MABURA Llu, aB)= a ^ f((x — n) B (x — ua). 
max L(gu,aB)-— max max a ?f(x — u) B!(x—pa)jJa) 
“mie > "euis: 
— max a "^ fea). Çf 是 递减 的 ) 


一 max g N26 NAi lja) 
220 


= EON, a FO) PP RO aL 
这 就 证 明了 (5.4.2) 且 me o, 和 Z€ o, 的 极 大 似 然 估计 显然 是 
á = z RI Ê =m Namli EE ~ Niol). D 
推论 1 设 定理 5.4.1 的 条 件 对 [00,049 ,0, A19, RIL 
且 设 对 于 对 立 假设 &€ O, — o4 和 Z€ Q, — o, 的 零 假设 为 
. 239 。 


pe m,C O, 和 Ze o,CO,, 如 果 当 iC 是 正 态 密度 时 , 似 然 比 
准则 存在 且 叭 一 , 则 其 准则 是 i 


(2,/25)"^ 
其 中 


€, min (x—p)B (xr — a) 
k m 


o min (x— 4) B'(x — p). 
Be Diei 
推论 2 设 定 理 5.4.1 的 条 件 对 EDP Ow. Q mss 和 Q, A 
立 。 设 对 所 有 的 a 守 0,z 6 o, R nE Q, A XAR an € o, 和 
aE 0Q。。 如 果 似 然 比 准则 的 分 布 与 s€ o, 和 Z€ o, 无 关 , 则 它 
与 Cu 和 FCO) 也 无 关 。 
证 B511 和 
; z . min (ax — an) B^ (ax — ap) 
HC» aes ee ma “Emb Cog LB =I 
“o 


(os — au) B (ax 一 aa). 


min 
HEB Ew 1B81= 


= (ex), a> 0. 


MELEE. D 

利用 定理 5.4.1 及 其 推论 ,我 们 能 够 通过 统一 的 方法 得 到 许多 
似 然 准则 ， 在 前 面 的 讨论 中 我 们 逐一 地 得 到 了 它们 。 而 所 使 用 的 
方法 也 是 重要 的 。 这 就 是 为 什么 我 们 用 这 个 重要 的 定理 5.4.1 来 
结束 这 一 节 的 原因 。 有 兴趣 的 读 考 可 以 再 用 定理 5.4.1 证 明 这 些 
准则 。 

到 目前 为 止 ,主要 地 是 在 多 了 的 基础 上 进行 讨论 。 当 然 ， 我 
们 需要 在 更 大 的 一 些 类 中 建立 关于 极 大 似 然 佑 计 和 似 然 比 准则 ， 
例如 Fi, 1: RFI, 方 开 泰 和 许 建 伦 (1986) 给 巴 了 与 此 有 
关 的 结果 。 Í 

+ 240 ° 


(9.5 p= 


55 稳健 的 不 变 检 验 


5.5.1 球 对 称 性 的 稳健 检验 

设 ,多 "是 关于 R° 上 的 Lebesgue 测度 的 所 有 概率 密度 函数 
S. W i ERRIERTA ORC RU 

F ge {je Frij 只 通过 xzr 依赖 于 x}， 
并 设 
SX m= {fE Ff -12| gC 2x)}, 

EDLER x 来 自 具有 多 “中 概率 分 布 密度 大 的 总 体 ， 我 们 
(5.5.1) Hohe F! 对 立 的 Haube FICE), 
其 中 3 已 知 且 对 性 意 620,2 c, 

G = (0,00) 是 一 个 变换 群 ,se G ,# R° 上 的 作用 是 
(5.5.2) r— ax, 
则 检 葵 (5.5.1) 的 间 题 在 群 G 下 保持 不 变 。 

引 理 5.5.1 在 如 上 的 假定 下 , 极 太 不 变 统 计 鼻 是 

* wla) = x[ (x ey, 

证 显然 ,w(x) 在 G 下 是 不 变 的 , 即 (ax) 一 wlx) 对 任意 
x€ R", «270, 现在 若 wi) — w(x), BD. nf (xim ^ = x,/ 
(xx) ^, DW x ox 其 中 a-—(imy"(nxm)^l0. £e 
Wu. | 

318 5.5.2. 设 * 是 来 自 具 有 概率 分 布 密度 fol) 的 总 体 
Fs。 海 虑 检验 HoE c, 共 对 立 的 所 :93 一。 设 4 是 上 的 一 
有 限 测度 。 则 检验 i 


1, # do) >| fsGodiC) 
0. d fO < k| eA), 


是 水 平 ce (0,1) 的 一 致 最 大 功效 检验 ， 其 中 常数 上 被 选择 使 得 
Elp] < 4, 对 每 个 @ € >, 
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证 设 
h(x) = e] fe(a)a2(8), 


其 中 oe Xo), HAGO ARE. GA] Neyman-Pearson 引 理 
检验 其 对 立 假 设 为 Hxc f(x) BJ Hxc 概率 密度 函数 A, 
我 们 得 到 由 人 《5.5.3)? 定 义 的 检验 。 划 能 够 验证 ， 检 验 9 也 是 其 对 立 
假设 为 如 :8 一 中 的 很 设 H,:9ç o 的 一 致 最 大功 效 答 验 ， 证 其 
的 细节 ,读者 可 参见 Lehmann 和 Stein(1948)D, Ü 

引 理 3.5.3 "E x 是 一 个 ” 维 随 机 疝 媒 。 考 灌 检 验 假 设 
(5.5.4) Hisz ~ NO030), RB o? RA, 

其 对 立 假设 为 :x ~ N(0,Z), rh EAE X ve ol, 


则 由 

1,75 x XUx/x'xcxmÁ 
(559) gir n" P xA eje e > k 
定义 的 检验 是 在 水 平 上 的 (5.5.4) 的 一 致 最 大 功效 答 验 。 对 给 定 
的 a, TE CS.5.5) rH B k 由 下 式 确 定 : 


(5.5.6) [e 4g 1) E 2 dE, , a, 


其 中 p, 是 Dirichlet 分 布 D.C1/2,---,1/2:1/2) 的 概率 密度 下 
zx, 


> 2 


A= [c ze sin) | Sdn =< k, = | — 
Ha, = X! 的 特征 根 ， 

证 现在 ,可 以 把 引 理 5.5,2 用 来 证 明之。 利用 引 理 5.5.2 中 
的 记号 , 记 w = {Pje > 01. 令 1 是 上 的 一 个 有 限 的 测度 ， 因 
ACA) = Tai 其 中 

Vole A, 
LG en 

因此 


| expC—#'x/29)41(07) — exp( —2'2/ 201), 
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看 在 以 后 确定 。 由 引 理 5.5.2,34 
exp(— X'S !X/2) 
exp( —X'X[203) ^. 


或 等 价 地 

rE afr x = aç 2, 
B. — Sr r Kyk: 5k tia 6 Ho BLUE o’ = k, HEH k H (5.5.52 
RAR, 因为 r/r — m, n 

引 理 $.5.2 和 引 理 5.5.3 属于 Lehmann 和 Stein (1948), im 
这 里 给 出 的 引 理 5.5.3 与 党 来 的 形式 有 些 不 同 。 下 述 定 理 属 于 
King (1980). 

定理 5.5.1 i x $a kk hd nox E #HL I 
量 。， 则 对 一 国定 的 2 > 0, 当 检验 

Hohe F i, WHI Herke GU MX), E Aola BF. FH 
(5.5.5) xg X 5 ko RRE G = (0, ©) 下 是 水 平 为 = 的 一 致 最 大 
功效 不 变 检验 ， 其 R 上 的 群 的 变换 如 (5.5.2)， 

证 由 于 w(x) — zjilea)” 是 在 群 G 下 的 极 大 不 变 的 统 
计量 ， 故 任何 不 变 检 验 必 定 是 w(x) R. 当 H, 正确 时 ， 因 
z ~ S06), ERIE wE) Z 5 H ERI, A z ~ EC,(0, 
2,0), GRATA wE) mam u uY, BUR, = H, IE 
EINE, 

| EPOR 
其 中 e~ N(0,01,),2 > 0 IEE; H, GERIT eG) 二 wla), 
其 中 z~ NC0,)， 则 由 引 理 5.5.3 ,定理 得 证 ,日 

当 瑟 部 分 地 未 知 时 ， 定 埋 5.5.1 能 够 被 推广 为 包含 如 下 的 情 
形 : 

(i) X — PE, 2, l.c RA 

Gi) Z= ¿(I,— M) +t hM, M = M, M= M.M ELIT, 
B A420 > 1, > 0),1,,21, RAL 

(ii) Zt— ui, + LA,A BUD ust RAIT u> 0,41, > 0 
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使 得 了 是 正定 阵 。 

情形 (i) 留 给 读者 作为 练习 、 对 (ii), 因 X7 m aU, — MD 
十 ¿IM CSI AS). ik x'XUxx'xe a OS-—au Mx 
zy。 因 此 ,首先 给 定 u> 1.22 0, 临 异域 为 x Mxjx'x < 委 大 的 检 
验 是 针对 Hoeke FCE Ee alU M) + LM 已 知 时 检验 
` H ;:h € Z 的 一 致 最 大 功效 检验 。 由 于 xMxixx 的 分 布 不 与 
2 和 2, 相 联系 , 故 临 界 域 zs Mx/x'x < k 的 检验 也 是 针对 

H,:h € {F {E)E rar; aCi, — M) + ¿,M ,1, > L, > 0), 
其 中 M'— M.M'-— M,M GJ, 的 检验 Haube B—3UR 
AGHSRBgAGEERÉR. Hi, AUFGE LE x Axjx'x < K 
的 检验 是 一 臻 最 大 功效 检验 。 

作为 (iii) 的 一 个 特例 ,考虑 形 如 


Ei = (l t i, ro p deb «t, 


0 1 0 
BJ X. BFR XU 产生 于 序列 相关 问题 中 ， 这 时 ,否定 
» Xitin 2 K 
对 e> 0 XÉ— #k Bz KJ 28, 


552 多 元 检验 


设 8, = {VIV 220, Vip X p) Ë 9 是 由 p x P HERR 
合 到 [0,00) 的 函数 类 ,使 得 对 ge Qua 在 5, LERN 


|o X XIX = 1 


和 
(5.5.7) qCBV ) = «(V B) 
对 所 有 的 Veo, E BeCL(OD, xi—ibi& 


(5.5.8) M (M,2)= (HICXI IM, 2) 
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= (Xp (X — MY(X — M)» 4€0]. 
其 中 Me R 和 X68,9, 是 2 X p 的 正定 阵 的 集合 。 显 然 , 若 


X ~ S$, (DD, Bl X S TXQ, Big" T e OQ) 和 Qe O(P) 
有 一 个 上山 的 密度 f 且 eQ. # p= LI Sr Gs 2) 与 形 
如 f(x 一 aZ CG 一 2 BIG Anm km. 

例 5.5.1 S CM,X) 包含 N,, CM ,1,@ 2) 的 密度 ， 我 们 
e| Ww) 是 一 个 5 BOWALE, RENH e 


[0,co》 上 是 凸 的 ， 

例 5.5.2 设 f(X|M,2) = c|X|77?7] I, H X ((X — MY(X 
— M). 则 fec (M, 2), 为 得 到 «(VD = cll, + 
y Trt E S, 上 是 山 的 ;只 要 注意 ,gqCXX) 是 Nux,CO,1,0 2) 
的 凸 混合 物 的 密 总 且 N.. (O ,1,@ 2) 的 密度 在 XX 中 是 凸 的 。 
事实 上 ， 


3 | $7 ?^exp rra, + X'X)sjds 
Bp 


= c|1, + X'X| (t° — (XX), 
It p EAn X p BIBRSLAEEE X Bc BE E te a HU; 
(5.559)  Hyh€ SF (M,X),M, = O,> 6 3, | 
其 对 立 的 Haube F (M.3),M;250,2 = 8,, 
其 中 M = (Mi, Mi;,0》 是 被 分 为 Mj:m X p, i= 1,2 Hii 
m = n — m — m 2 p. J; 8k NI TA 26 2y BDIRDER, Jai x 8 
密度 hE 罗 (M,Z)， 若 绢 一 1， 则 它 是 方差 分 析 的 问题 。 在 第 
六 章 , 我 们 还 要 讨论 这 些 问题 ， 
jg X = (X: ,X;, X 分 为 Xin X p, i= 1,2,3。 则 问题 
《5.5.9) 在 群 G 一 Oo X Olm) X Olm) X GL(p)X R"? 下 保 
持 不 变 , 群 在 上 的 作用 为 
(5.5.10) X — gX = (0.X,4' + F ,0,X,4',0,X,4), 
其 中 g 一 (0,0,,03, A,F)6€ G, BGF G = O(m) X O(m) X 
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GL(p) X R**1 在 参数 空间 上 的 作用 为 
(5.5.11) (M, MaE) — g Mi, Mn) 
= (QM1A + F ,Q,M.,2' , AX A), 
其 中 p= (9.0; A,F) € G. 
g 5.5.4. 在 如 上 的 假设 下 , 当 min(m,p) > 1 B$, ÆG 
和 G 于 的 航 大 不 变 函 数 分 别 是 
(5.5.12) T = X (XXY Xi, 8 = rM: Mn 
证 显然 , Til S ZEE G R G 2 FEE KJ. Xx 
极 大 不 变 的 ,首先 ,我 们 设 mom 1. di 
tr XXX 7X, = :rY,(Y:Y,) Y, 
m 
tc M, M; = VW IV > 0,W > 0), 
由 需要 证 明 , 存 在 8 一 CO QQ A,F)6 G 和 z= (T, T,B, 
Eye G (BL X — zY B. (M, Mi) = g(V,V,,W). HE E, 
DE m = L,.trX,(X:X,) X, = XQ0GX,) X; = trY,(Y:Y,D Yi 
一 Y:(Y: 了 7:， 则 由 1.6 节 的 (6), 存 在 T eO(QD 使 得 
(KX) KX = F(YiY,) '2Y;, 
或 等 价 地 
X, = YYY "T'(XAX,) ^, 
现在 
XiX, x (XXT p'(X.X,)'2 
= (XiX Pr (YY) 12 
x (YY XYY ) "P (XSX,y^, 
Bid 1.2 节 的 (6), 存 在 QE Oln) 使 得 
X, = O.,Y s[ CXX N T CY Y N 12], 
EL A= (XXN ICY Q = 1, Q — La B F — YA 
-+ X. WE X, = QY A + F ,X, = 0,Y,£' ËB. X, == QY, RI 
X= zY, 其 中 g= (01, 0:,0,, 4, F) EG., 类 似 地 ， 能 够 证 明 
tr M,2 M, = trv W V, 比 沂 ,存在 p€ G HOM MIX) 
ECV Va” W). 
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其 次 :; 若 p= 1, 则 注意 到 wXQ0GX)) X; = XX, XX, = 
I(X:x,) '2X,Y'[(X X, 12X,1, 818I DLUEDA , 84) Pt zig E 09 EE 28 
似 于 如 上 的 证 了 明 方式 0 

为 了 得 到 工 的 分 布 的 正式 表达 式 ， 我 们 首先 考 虚 X = OG, 
X) 的 边缘 分 布 。 

引 理 5.5.5 ig € S (M, X), 其 中 M — (M',M,,0) E 
>> 0 有形 如 
(5.5.43) — &(XIM.E)-— |>| "aI 4(X, — M (X — Mi) 

+ (X, — MY (X: — M.) + XD, 
其 中 gep. MJ X — (X, Xi) 的 边缘 密度 是 
(5.5.14) A(R] Ma E) 一 |E mA] ITH CX, — Mi) CX, 
一 M.) + XX} 2 2) 


其 中 mes, B AV) = | ,gCYY + VY. WB. 245, 


EEn, AS (MoMa E) XX. JWE 
(5.515) KOVO) — 6(V) 对 任何 V e š, 和 EOP) 
证 ”由 (5.5.13)》, 利 用 (5.5.7) 把 X, 变换 为 
Y = (X, — M) 
且 关 于 了 积分 (5.5.13) , UU R84 (5.5.14). 98. 7 3548-55 CM. Ma 2) 
TAH 由 9 的 凸 性 推出 2 BUNTE. rn HER CS.5.7) 


KOVE) = |«co'Cov'vor voy 


= («ov vo' vy = xv), 
因为 变换 Y — YQ 的 Jacobi 行列 式 是 1。0 

应 用 Wijsman (1967), Kariya (1981) 的 定 坦 可 得 到 了 的 
分 布 。 

51 5.5.6 š Pi 是 在 参数 下 的 了 的 分 布 。 则 当 min(m, 
p) == 1 HF, HFE T = trX (XXX, 计 值 的 了 ! 的 T 的 密度 
给 定 为 
(5.5.16) hy XX? Xle) 
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| HAA +See — 931r (ase tee) AA I4 AUR) 
GLUOX Om) 


| H AAV | AA PdA 
GLip) 


其 中 
v = (T/(1 + T))^ = [teX(X;X,) KCl 
+ trX,(X.X,) 1X,)]'2, k = m +  — p, 
eu (1,0,*--,0)' € Re, 
a, 是 4 的 第 i 列 ,rs 是 尺 的 (i, 站 的 元 索 并 且 dU(R) 是 OCm) 上 
叭 一 的 不 变 的 概率 测度 ，、 I 
WE 应 用 Wijsman (1967) E 4,hr EA N,/N,, HR 
N; = Í (220 RX,4' — MIYCRX,A' — M.) 
Ou XGLÜp I 
EM. S MAXXA I} . (AA tAd el AS4U(R), 
这 里 da(4) = 44/ AA”, WE OER GLO 下 是 左 和 
右 不 变 的 , 即 对 所 有 的 4€ GL(Cp), BE GL(p) 和 Borel # E fj 
B( AEB) = u(E), jE} AEBAIX]X = AYB,Y € E). AiE, 
27 4Q,) 代替 4 并 不 改变 积分 的 值 ;因此 
(5.5.17) N, = Í cag Au — Au R'y. — Ruf 
Ola X GLi p: 
+ n + AAAA PIA dUCR), 
其 中 opi = [XiX u — XXX B. n= SMa W 
m= 1 Eig U, A U, 是 正 交 和 矩阵 , Teri glor ) 12 8I luu) 4 
别 是 它们 的 第 一 行 。 则 以 ULAU, RE 4 且 利 用 (5.5.15) 就 有 
N; - [eC U T - Uia, R'q T^ bots 3 RajU,T!^ 


+ w + UVALU) | AA LII AdUCR) 
p 
- | "T {a + Tjaa, + 9) aza + Dee! — Tag 
imi 
X R(ae 十 ea) AA [24 4UCR), 
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Rip T = uu = X {XXN X, B. 8 = nym MZ” MI 最 后 ， 
把 a, 变换 为 a / CL + TY ERN, A N, 的 比 就 得 到 《5.5.16)， 
Jb p = 1 BZ V, V, Ë: n; X n EZBER dom) 12 
和 aruy 分 别 是 它们 的 第 1 列 。 则 在 (5.5.172 A V. RV; fÈ 
RRE 
N; = [ager + Æ + gee — 2 Ar ô T'O) 
X |A4']*2q AdU(R), 
其 中 T = wu = X,X,X Xan AE EAER 4/0 + T^ WI 
得 到 (5.5.16)。 晶 
3538 5.5.2. 4 min (n, p) — 1 了 时 ,临界 域 为 
T = uX(GX) Xi € 
的 检验 对 问题 (5.5.9) 是 一 至 最 大 功效 的 检验 ,并 且 在 he S (M. 
3)，M: 一 0, 下 的 工 的 零 分 布 在 Nalt REST HS EG 
相 局 。 也 就 是 说 ， 当 Ho 真确 时 ， (On + n pem pM p)T ian F(p,m 
x m — p) XP nu = 1; (min)T ~ Filman) A pcd itm 
F(i,) WB BE iR PHP. 

证 BEH S511, Eu ZEGE AESI Bs y. HE 
HCv) 是 (5.5.16) 的 分 子 ， 则 把 4 变换 为 一 4 并 不 改变 HOP) ,因此 
有 H=») = HO), Kike, RE 56 上 的 西 竹 ， 我 们 得 到 ， 对 
1/2 «a « l,H 

H(») = aH(v) + (1 —a)H(—») > H((2a — 1)»), v€ [0,1], 
这 说 明 HO) 是 ve(0,11 AERA. AA, 把 Neyman- 
Pearson Lemma 应 用 于 (5.5.16) 站 的 hr ,就 得 到 最 大 功效 检验 ,其 
s ES 

>= (T/G1 +T” > c, 
m S fr 
T>, 
由 于 这 个 域 并 不 依 琥 填 85 和 8, 并 且 对 于 个 变 注 验 来 说 ,HH, 是 真确 
的 当 且 仅 当 6 一 0, 所 以 如 上 的 检验 是 一 致 最 大 功效 不 变 检 验 。 Ü 
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5.8.1 节 和 5.5.2 当 的 大 部 分 材料 取 自 King (1980) 和 Kariya 
《1981) 的 论文 。 


56 ”楼 球 对 称 性 的 拟 合 优 度 检 验 


在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 假定 , 祥 本 来 自 猜 球 对 称 分 布 的 总 体 。 
现在 ,我们 要 检验 一 个 总 体 有 栖 球 对 称 分 有 ,这 是 一 个 拟 合 优 度 问 
题 。 就 如 周一 泡 非 参数 统计 一 样 ， 有 关 的 分 在 的 其 种 特征 猴 用 来 
建立 检验 的 方法 。 这 一 节 站 ,我 们 总 假定 ,所 涉及 的 随 宙 向 量 有 所 
有 的 育 限 阶 和 矩 ， 这 一 节 的 取材 主要 是 由 邓 (1984)。 


5.6.1 ， 球 对 称 性 的 特征 
一 个 随机 变量 大 称 为 由 其 矩 的 序列 (a 一 ECX), >> 1) uË 
一 确定 , 如 果 ECXD 一 ECY), i= 1,2，…., 这 昔 涵 着 x= Y, 
类 似 地 ,我 们 能 够 定义 一 条 机 向 量 * 由 其 矩 序列 
(r, = ZG@Z x9 - x), 
2 个 因子 
Ta 7 F(zQx QxQ---Qx), k> 11 
M — 1 个 因子 
唯一 确定 ( 见 2.2 节 ). 熟知 ,一 个 4 维 随 机 向 量 x 的 分 布 由 所 有 的 
a'z, a€ R*, 给 定 , 即 dz d'y MORES o € R*, 当 且 仅 当 
* = y. 
88 5.1. 设 * 是 一 个 随机 向 量 。 若 wz 对 所 有 的 a 由 它 的 
和 拢 序列 唯一 确定 , 则 z 由 x 的 矩 序列 唯一 确定 。 
证 ix 和 y 有 相同 的 矩 序列 。 则 对 任意 给 定 的 a, oz 和 
a'y ERER. 因此 ,oy az 对 任 给 的 4 成 立 。 这 就 证 
HIT Sy Ü 
TS S.6.1, 为 了 验证 一 个 随机 向 量 和 应 它 的 矩 序列 唯一 
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us AEA ,对 任意 给 定 的 a, a 也 由 其 矩 序列 唯一 给 定 ， 在 
G) 一 个 随机 变量 由 其 守 序列 (a, 一 ECX J,a > 1) 唯 -- 
确定 ,如 果 级 数 SO (a/a 有 一 个 正 的 收 伊 半径 《 见 Loive, 


1977, p. 230), 
Gi) 一 个 随机 变量 X 由 其 纸 序 列 (o, = ECX”), n> 4) W 
lm (s P «o, 


LÀ 


>; nu = oo 


s=1 


CAL HSCED 1978, p. 280) 
ROAGE E, —4# 22 859B8 3828 Er ra CABE AE — 
$)5.6.1 i$ x N(0,0). JU 
| E n == 2k + 1 


Qx)7^ |” pana m 2 WG — D11738 m 24, 


HGD, X 由 其 矩 序列 唯一 确定 。 现 在 , 若 * ~ NO, PX, MER 
给 定 的 a€ Rr, a'x — N(0,aa) RA a'xí/(a'ay^? ~ N(0,1),3£H 
4 x/(a a)" 3 EUH r 由 其 矩 序列 瞧 一 确定 。 因 此 ,x ~ NCO, 
1,) 测 共 和 失 序列 唯一 确定 。 

例 5.6.2 4" 由 达 矩 序列 唯一 确定 。 这 个 结论 可 四 Paw 
< [ell 3t a 对 每 个 ee R° 有 界 的 再 实 推出 

引 理 5.6.2. 设 * 是 一 个 蝴 机 向 谤 且 设 zx 对 每 个 e BUFO: EE 
列 唯 一 确定 。 则 x 的 任意 仿 射 变换 ,如 4x + b 也 是 由 其 矩 序列 
惟一 确定 。 

证 由 假设 和 引 垦 5.6.1， REIH, ATu x h Hura 
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唯一 确定 , MU X + axi a€ (—co,co) 亦 然 则 可 。 设 了 是 随机 变 
B. UE 

E[CX + a)*] — E(Y") = E[((Y — a) + a1, nz I, 
则 对 sm1, E(X + a) = E[CY —a) + al iid E(X)— 
E(Y — a). di E(X) — E(Y — a), E(X + aY = ELY — a) ` 
+ a]' ARE ECX?) = E[(Y — aY], 一般 地 , 若 E(XO = E[CY 
—aXl, k — 1,:--,7-— 1, MU E((X + a)*] = E[(Y — aY], 
Ek, XS 了 一 “或 等 价 地 ，X + a v. Ü 

定理 5.6.1 Z x 2) PEURAN (P, Z 1}, 并 
LEUMS- SUE 是 了 ~ MX0,7) 的 矩 序列 。 则 

(1) 若 x SKE) H] Ti = cafgs 其 中 c} = E(QQCTx)!?/E 
CR)”, k= 1,--, R* ~ Xs 

O) # T, = aÑ, k> 1, 则 存在 x ~ S,( 4.2) 使 得 xo。 和 zx 


有 相同 的 年 序列 ;向 且 若 * HEEF {k> 1) 唯一 确定 , 则 


d 
X = xe 


证 为 证 明 (1), 设 x Run, Eh RR P 是 独立 的 。 
R. xx, J= M R* y f 
H R* 与 we 独立 。 由 (2.2.18), 我 们 有 
Vj = G(rOr Qux) 
— t RG en Q PY O š "Quit" y) 
= ERÈ) o EuP RQU Q- -o Qu) 
= cula, k= 1,2; 
类 似 地 T, 一 Cual aas k= 0,1,-**. (1) 的 结论 得 证 ， 
为 证 朋 (2)， 设 PF — Cuba T cad Qu P Qum. s Qu). jii] 
由 定理 2.2.1 有 ` 
EEC x)'] = trr, = Contr E (POU Gum) 
can E (ui? uY" = Eine 
RRE Qu) hang BH x RiP 使 得 mo S). 
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x A x 有 相同 的 矩 序 列 。 最 后 ， 若 x BIOBHUUME — hE MI 


rE n BI a ERRIRE. O 

推论 ” 设 * 由 其 矩 序列 唯一 确定 。 则 x ~ S,(z) "4 B pw 
EER {Tk > 1} 与 y ~ N(0,1,) 的 矩 序列 家 对 定 地 成 比例 ， 
即 存在 一 个 序列 dak > 1) 使 得 Tt 一 af, k= 12, 

定理 5.6.1 及 其 淮 论 称 为 球 对 称 分 在 的 托 特 征 定理 。 按 这 个 
推论 ,能 够 确定 一 个 方法 来 检验 球 对 你 性 ， 设 my-.……，x。 独 立 辐 
分 布 使 得 z “= x. E EJE EER EROL: AEH P, (HD, 与 
PR Ft rR NCO,IL) WOR nA PLI Go, i) 563, BJ 
Egg LIRE TI Ae x 是 球 对 称 的 候 设 ,下 面 就 讨论 这 个 问题 
的 细节 。 


5.6.2 ” 球 对 称 性 的 显著 性 检验 〈J7 


设 xb -xc 独立 同 分 布 且 xu = *。 考 虑 显著 性 检验 问 
题 
(5.6.1) Ho:x ~ SLAJ EXE ç. 

已 知 H, RRA += Rut jih R > 0 Ñ w” 独立 
因此 , 当 P(xx 一 0) 一 0 BH, 能 够 分 解 为 两 部 分 : 


”和 


(5.6.2) Haie/ Cey E uP 
(5.6.3) Hp:x x 与 x/(x x) 独立 。 


首先 ,我 们 要 检验 Ha. HBI 5.6.2 ,xp pXLÓBHEZUnE— Ut E , E 
序列 为 T. 2 1), KE, RNEER ED (Tt, k > 1) 进 
行 比 较 来 检验 Ha. OE 

(5.6.4) mn = xollxol, 1  1,2,---,2. 

因为 xc xen 独立 疝 分布 且 rw = ty 改 我 们 有 uo" tao 
$& y R] 2 a 二 zils], HE sos: BPRTESEBI z/l|=l 


* 2338 


的 # 个 样本 . 
引 理 5.6.3 设 w?-(m, c. 的 第 大 个 矩阵 是 r 一 
OR) E rip = Elab up) = at, s otn, = k, Ml 
0 若 某 个 i 是 奇数 


= NET 
(565) op ut) 


MES 
2 


其 中 PAE Deo k — 1). ME, m, = h + k,l < 
¿< p. I 
(5.6.6) cov(up- ^ uio, uË abp) 
0, # m, 是 奇数 
= {umro DUE mi, ttm, 是 个 数 旦 其 个 h 是 奇数 


D» mp T BA avro HE prp f MU. 


证 由 en 一 wm 和 定理 2.4.2, 推 出 (5.6.5), 而 由 等 式 

A TE E E E E 
推出 (5.6.6). Q | 

因此 ,由 (5.6.5) 和 (5.6.6), 我 们 能 够 计算 TRI Tt = Yu. 设 
rP = Elab), hoe bd mk, EX ri EE IE da 
F: 


zi fiy ts sip 全 部 是 偶数 ， 


GER sp = LY op. 


1l 


其 中 U 一 Caws NE sie). E (1); Hays ^ ` s fta 由 (5.6.4) 给 定 . 
置 不 == (FR)。 则 对 一 个 大 的 a.vecft 的 渐 近 分 布 为 - 
eR 
N (vec D. P vi) 
(Kolmogorov JE AXE ou. AWE, HHR RII 
s[vec( P] — F£YV;! vec fi — F£] > XI, 
时 ,我 让 拒绝 Ha, 其 中 f p* BL X, £ E EZKCFE = R$ X5 89 
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临界 点 。 

EE xxl 和 wt? 之 间 没 布 强 落 的 差异 ， 则 我 们 开始 检验 
Hwz。 Ha URBS ELLA E hel Roe 的 条 件 分 布 是 R? 中 半径 为 
和 zj 的 球面 Suen 一 {yE Re = lel} 上 的 均匀 分 布 .把 [0,co) 
分 成 + + 个 线段 ， [0, R) ER, R); [R,,°o), 则 对 样本 
Xi. Xii 给 定 i， 考 察 落 人 环形 区 域 Ci = (ye R?|Ri, 志 
Iy] < R,)( R, = 0, Rgs = co) 的 XGps* * o Gps 是 否 他 们 在 
Ci 中 均 名 分布， 当然 , 如 何 选择 {Ri,1 < i< kp Ak R 
步 研究 。 一 般 ,这 个 问题 的 解答 与 实际 揽 型 有 联系 。 


5.6.3 ” 球 对 称 性 的 显著 性 检验 CI) 

iz r EEIE E Eelt), k= 1,2,2, 为 已 知 。 设 
Xa» tta Xo. 独立 同 分 在 且 ro x, 我 们 雪 检 验 

Haz ~ SE) HA d. 

这 里 不 必 重 复 5.6.2 WIERDE, Hb (T,, k> 1) E x hE 
FALE T, = GEP) # HP m Eein esri), h + .-- + h = 
ksx = (n, tn, MUS H, 真确 时 ,有 
(5.68) — (P — E(xio xe?) = ua, * E(| zl), 
其 中 aa, 如 引 理 5.6.3 所 定义 。 类 位 地 , 当 H, 真确 时 ,有 
(5.6.9) cov(xii- e ext? x] t + ze) = Bsp uad; 
| — [ECL x [D Eat aa atout 
其 中 AGB B4 = h + e + i, = Kk, mm h + i, jm 
l,*-.p. CERO. .55, Ri 119 8838 55 (5.6.8) 和 《5.6.9)， 注 意 ， 
EC|x"),m > 1, 为 已 知 ， 因 此 , T 30 T4, 已 知 , k 2 1， 对 样本 
Eass t Ra’ E GE = ECxtt， ze) BH F: 


(5.6.10) AD 一 ” E Crh erip) 


HE X = (ranit ttm) = (zá), E P, = GP), ~ek 
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的 # 有 ves ~ N(vecfu, Ta). 我 们 认为 ,对 某 个 大 1,58 


ní vec( T, — T,YTuvec( f, NES T,)] = Xsy 
时 ,其 中 f = pt,x 不 是 来 自 球 对 称 分 布 。 


5.6.4 ” 椭 球 对 称 性 的 显著 性 检验 


设 > 是 一 个 随机 向 量 , 具 有 
El) m a 
和 f 
D (x) m= PE 


rh nZ > 0 E, 3 za tomo 独立 同 分 布 且 <o Z z. 
考虑 检验 
(5.6.11) Haz ~ EC, a,3,4) RA d. 
由 于 上 和 了 已 知 ,我 们 只 须 检验 y 一 3 tx 一 上》 是 球 对 称 的 , 通 
Xix 的 样本 xx 我 们 可 以 得 到 》 的 祥 本 

ya, = E iaw 一 a)r Yw 7 E Can — a) 
使 用 前 面 的 方法 ,我 们 能 够 检验 假设 C5.6.11). 

车 上 和 3 末 知 , 则 我 们 可 以 使 用 z — 1 Sot 


f ¿= 


+s waq -—— LX Go -— £x 一 57 


KRALE $ mr B Z = Ls. 这 时 ,我 们 有 


wu m> mg) n $^ V yc m x), i 
BJE szt tZ INE yo :yo 用 来 检验 7 一 习 x 一) 
赴 球 对 称 的 假设 ， 这里， 还 有 一 些 问 题 要 解决 。 邓 41384) 研 究 了 
矩 统 计量 的 渐 近 分 布 。 污 者 可 以 参考 他 的 文章 ， 
关于 球 对 称 性 的 氢 合 优 讼 答 验 ，Beran (1979) 和 Koziol 
《1982) 曾 讨论 过 这 个 问题 。 有 兴趣 的 读者 可 阅读 他 们 的 文章 ， 
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Anderson and Fang (1982c), Anderson, Fang and Hsu(!986), Beran (1979), 
Bian, Wang and Zhang (1984) Blackweli (1956), Box (19495, Chow 
(1978), Davis (1971), Deng (19845, Fang and Chen (1984), Fang and Xu 
(1586), Giri (1977) Hsu (1940), Kariya (1981), Khatri and Srivastava 
(1971), King (1980), Kres (19755, Lehmann ang Stein (1948), Loéve 
(1977), Mauchly (1940), Quin (1987), Schatzoíf (1966) Wijsman (1967), 
Wilks (1932), JERE, HARCI) 26 38 t5 7E RECS). 


练 3 5 


51 iE X:s Xx 是 随机 第 阵 且 5 一 x(1, — L ir) x. iE 
S 分 为 


$a S 
s-( ie d Su: X 4,S2:(p — 4) X (p — q). 
$4 Sn 


G) 典型 相关 系数 T(X) 是 Susz Su Si 的 特征 值 。 证 明 ， 
T(X) 在 .多 上 是 分 布 与 由 的 (因而 在 F} 上 也 是 》, 介 在 多 | 
上 不 是 分 布 自由 的 ， 

Gi) 证 明 (CX) 一 Sits ZE 3 ESTEE EB 
在 i EROARE F: 上 也 不 是 分 布 自由 的 )。《 见 定 埋 
5.3.1) 

$2 WX Soxp(p,3,1)， 试 证 肖 , T! 一 (n — 107578 
的 分 布 只 通过 一 ww 2 la WTF (4,2 了). 

5.3 设 多 = {XITX 生 X, e Oln) LAF Xe Z, iR 
S (X)= [Y 1Y < X, Y < X E 1828 T X555y mR, YS 


布 律 是 绝对 连续 的 。 试 证 明 , 若 KX) A XXX) XH X e 
F RPE P(XX>0)= 1, 则 OO 在 S (X) 上 是 分 布 自 
由 的 (此 结论 属于 边 、 王 和 张 ,1984). | 
5.4 ” 试 证 明定 理 5.1.2( 提 示 : 利用 练习 5.3). 
55 设 X — Vs... (as 2 DB f ENE > p. 试 建立 
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— iungi o6 uk ky sy Hy; pn s pay Ac (aysa), 

5.6 〈 并 - 交 原 则 ) 设 X ~ VS, (u,Z, f)， 其 中 上 非 增 连续 
B a> p. Bk H:w 一 0 是 真确 的 兰 且 仅 当 Haa == 0 对 任 
何 非 故 向 量 ee R^ 是 正确 的 . 因此 , 若 至 少 有 一 个 假设 Ha E R? 
一 {0} 被 否定 , 则 将 被 拒绝 ， 所 以 Ho 一 门 Hau 设 a, 表示 


假设 H. 的 否定 域 ， 显 然 ,H, 的 否定 域 是 o == UJ ou. o, 的 大 小 


应 该 是 使 得 wm 是 水 平 为 & 的 H, 的 否定 域 。 这 就 是 Roy 的 并 - 交 
AWH. 证明, 检验 的 并 - 交 原 则 也 导致 £O Ro S. 

57 jk x ABE h Ea Habe F idka RRA HRE 
Fil), ESPE 未 知 XA, 已 知 , 试 建立 该 检验 的 临界 
域 ， 该 检验 为 如 (5.5.2) 放 用 于 R" 的 群 G = (0,co) 下 的 一 致 最 
大 功效 不 变 检 验 ( 见 5.5 节 )。 

58 ”把 5.6 节 的 结果 推广 为 定 阵 情形 。 


第 六 章 线性 模型 


许多 有 用 的 模型 ,如 回归 模型 , 方 薛 分析 模 型 和 判别 分 析 模 型 
等 都 能 用 线性 模型 来 表示 。 在 这 一 章 中 ， 我 们 要 给 出 线 件 模 型 的 
估计 和 假设 检验 的 一 般 理论 。 然 后 把 这 个 理论 应 用 于 上 述 的 那些 
模型 的 研究 中 去 。 在 6.5 节 ， 我 们 提出 双重 筛选 逐步 回归 方法 并 
给 出 使 用 这 个 方法 的 一 个 例子 ， 
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6.1.1 定义 

WY Ron x ?的 随机 第 阵 ， 如 果 对 二 一个 给 定 的 » x 矩阵 
天 和 一 个 未 知 的 矩阵 8, 有 
(6.1.1) Y—XB-^ E, 
HH E AWE (E) 一 0 和 Z(vecE) — V € @ toti i xg —— 
这 是 一 组 特定 的 np X np EE, WBA Y RIN SEE PERI HL EA 
为 L(Y;X,0). 

X 6-(xGI. 201,8] LCY;X,9) 是 通常 意义 下 的 线 


性 席 型 ， 若 ?一 1 且 8 一 Vh 其 中 vv, 是 给 定 
的 对 称 和 矩阵 ， 则 线性 模型 L(Y;X,9) 是 方差 分 最 模型 或 混合 线 
性 柜 刚 。 下 面 几 个 小 节 将 给 出 将 多 例子 。 

€12 ”回归 模型 


W L(Y;X,0) 是 一 个 线性 模型 。 若 X 一 《12), 则 LCY; 
X,6) 称 为 团 归 模型 。 ABl Y ROS NUT m TRREEZB sy -xz 
的 # 个 观察 值 的 p 个 汉 应 变量 的 4 个 观察 省， 方程 《6.1.1) 表示 
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ly HR a ZARR. Ea. DARA 
(6.1.2) |Y-(Q z) (Ó, ) + z, 


向 量 RABH, BRA z ERRAR, 


6.1.3 773€ gp pm 


设 L(Y;X,9) 是 一 个 线性 模型 。 EX USB FR Vg 0 和 
1, 则 L(Y;X,9) 称 为 方差 分 析 模 型 。 
. 8161.1. iE (0,52 — NCZ), (= 3,2,---,4.. 7 
起 一 个 问题 ; 如 何 检验 假设 
Hy p, = aj Tot n. 
设 Y = (Yi, YVER Yi — OP... y) i = 1, 
2,-..,k. 则 


1 0 ñ. 
1 1 à; 
4Y)-—|1 0 š 


1 0 0 --- 1/M, 


4 
£ZZ(vecY) 一 XI, n= >; ft, 


其 中 8;— u;— n i= 2.k B H, 3 RS 20 
HQ), m, = 0. 

显然 , 基 的 元 素 取 值 只 是 0 或 1. 

例 6.4.2 《因子 设计 》 有 六 个 因子 且 s 是 第 i 个 因子 的 水 平 
的 数目 ,i 一 1,*…*.。 对 每 个 试验 ,考虑 ?个 反应 变量 . 设 xG, 
DEKE jy1 所 7 所 s, i -—1,2,-,5, AR i CAFEER. 
kimi. Pl 

Mi = na .)nG2)--- nC sY, i= 1,2,--. K, 
«260 。 


W] Mi = 0, i= 1,2,17, À, BSSCRBIESORUAGERE*. 车 
8,4; 表示 第 o 个 试验 单元 的 第 i 个 因 于 的 水 平 ,而 第 a 次 试验 的 反 
映 变 量 是 (YarsYas"* Yap) 一 Yas M 
Z(y,) 一 a ula b ck EC au, 
a = 1,2,---n, 
其 中 nO 是 常 向 量 。 设 
xg - a 
0, a, 55 j 
mm ]1.2,-777,2, 


和 X, = (x22: nX s, í = 1,2,-**,R. 则 


y rn 
e)- 1 : J- ax, x)| ^ 
ys ` 


Bk 
是 * X p WB | El. 
Z(vecY ) — ZO, 
KE, E — T ER ERU H X Boc XR HABE O nk 1, 
在 方差 分 析 模 型 L(Y;X,0) 中 ,矩阵 多 称 为 设计 矩阵 ， 


6.1.4 判别 分 析 

设 L(Y;X,8) 是 线性 模型 。 若 Y 的 元 索 只 了 到 值 0 或 1， 则 
L(Y;X,9) 称 为 判别 分 析 模 型 。 有 时 了 的 元 素 可 以 是 实 的 《 见 
6.5.3 35), E 
BE RA mpi. KuKu Xu 是 取 自 第 i 个 总 体 
的 样本 且 
(6.1.3) Bises E yaa qk deste: 
其 中 am X 1 4H Eim X m,i = 1... K. 

W yim G0-..0 1 0-..0), Y, = 1⁄2 B 

i-1 k-1 
£ = (Xy- XD n X m. 
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AR y, E x; 之 同 的 关系 。 记 


Y, 1 x, 

B B 
ye” |-1! X: (*)-- zaam( += 
: -- B 

Y; ; 1 X, 


并 且 设 Z(E)— 0, @(vec E) 一 XQ. 则 Y JESAE 8800 t E. 
B,, B 是 线 几 判 器 函数 的 系数 。 因 此 ,一 个 判别 间 题 可 以 看 放 一 个 
回归 名 题 。 其 他 的 结果 将 在 6.5.3 节 中 讨论 ， 
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621 Riu — dd 
| OL(Y;X,0) 是 线性 模型 。 若 8 满足 
(6.2.1) 
t(Y — XB) (Y — XB) = min (Y 一 XB) (Y — XB), 


MI B KRA B 的 最 小 二 乘 估 计 。 
定理 6.2.1 最 小 二 乘 咎 计 疡 是 正规 方程 
(6.2.2) X'XB-—X'Y 
的 解 ,因此 ñ — (XX) XY, 其 中 (XX) E XX iSr- x. 
证 ”由 (6.2.2) 容 易 证 明 
tr(Y 一 XBY(Y — XB) = u(Y — XB5)(Y — XB) 
-+ tr(B- BYX'X(B — B). 
Eit. b kk Bü — fr. 9 
注意 ,对 于 LOYX,8), RIA 
(6.2.5) ECAY) = AXB, D(vecAY) — (199 A)V(IG@ A), 
WU vee, 
因此 ,我 们 有 
Z(B)-— (XX) X'XB 


(6.2.4) £(vecB) = (1G(X'X) X JY UQX XY), V € 8, 
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6.22 最 优 线性 无 偏 位 计 


定义 6.21 VL L(Y;x, 9) 是 线性 模型 ， 参数 trd B EOS 
是 可 估 的 ,如果 存 在 吾 使 得 ECtrHY) 一 tr4'B, 并 且 trHY 是 
wA B RO ER TE JC f ET (LUE), #trH'Y 是 bd B 的 线性 无 偏 
佑 计 并 且 
var(trH Y) = min ,Yar(trG Y), 


则 trH'Y 称 为 tr4 B 的 最 优 线性 无 偏 估 计 《BLUE)。 

定理 6.2.2 ud B Rc 5i uR 
(6.2.5) Sf A)C (X), 

其 中 L(A) 8 4 的 列 张 成 的 空间 . 

证 EGrH'Y) = trA4 B YER trA'B = trHXB 对 所 有 
的 8 成 立 。 这 个 和 事实 等 价 于 X'H-— A.B SC aC se (Xx). l 

由 (6.2.5), 方 程 
(6.2.6) X'H—A 
的 全 部 的 解 对 应 于 可 估 参 数 rA B 的 全 部 线性 无 偏 估计 uu, 
因此 
(623)  (tr42'B 的 线性 无 偏 估计 } = CrH'YIH 

= (X')*A+ Q — XX*)U 对 所 有 的 U} 
WR tr4’B 是 可 估 的 。 

由 《6.2.3)， 可 估 的 tt4'B 的 线 狂 无 偏 估计 trH'Y 的 方差 是 
(6.2.8) var(tzH'Y) = var((vecH)' (vecY)) — (vecHYV(vecH), 
对 每 个 Vee. 

定理 6.2.3 (Gauss-Markov) ik L(Y;X, @), 98 = (XO 
1,|Z > 0), 是 线性 模型 。 对 每 个 可 估 的 参数 cA 3, 存在 一 个 唯 
一 的 最 优 线 性 无 偏 估 计 tr4 23, 其 中 站 是 最 小 二 乘 佑 计 , 如 果 存 在 
XZ > 0 使 得 X, I € 9. 

证 由 (6.2.8), 对 于 cB. 的 线性 — 

var(trH'Y ) = (vecH)(XG@ P )(vecH) 
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= uXH'H 
= irX[U (I — XX+) + AX+IICX+Y A 
+ (f — XX*)U] 

= rA (X X>t A + U'(I — XX*9U] 

> usA (XXY. 
R var(tzH'Y) = 5A (X XYA MB (1 一 XX)UX = 
0 对 所 有 的 2@@1 E88 成 立 ， 对 > 之 0, 如 上 的 结论 等 价 于 (1 一 
XXt)U = 0, RE, H = (X*YA 是 唯一 的 。 

由 (6.2.5) 或 (6.2.6)，A' = C'X 对 可 估 的 tr48 per. 96 
人 么 ,利用 最 小 二 乘 佑 计 Š = (XX) X'Y ,我 们 有 

trd’ Ê — tC K(X XY KY — trC'X( X' X)*X Y 

= trA XY = u((X*»y AYY. 

推论 1 对 于 可 估 的 tr4 B 的 最 优 线性 无 偏 估计 tre BA 
人 一 tA B 

var(trA B) — (r A (X'"X)* AX, 

注 。 一 般 地 说 ,3B hibo B = (XXY XY 不 唯一 ， 
除非 又 满 秩 。 然 而 对 于 4 B RARR, EE 6.2.3 fü 
出 ,tr4 B 的 最 优 线 姓 无 偏 秸 计 tr4 是 唯一 的 且 它 与 (XX) 的 
取 法 无 关 。 


(6.2.9) 
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一 般 地 说 ， 当 Y 是 x x 1 向量 , BDP = 1 p E E ALPE BUM 
L(Y;X,0) 更 为 方便 ， 因 为 我 们 能 够 用 y EEM Y f. LCY; 
X,0) 重 写 为 

EO) = UQX, DO) 一 了 eg. 

定义 6.2.2 L(y; X, 8) 称 为 正则 的 ， 如 果 对 每 个 可 估 参 数 
cbg 存在 最 优 线性 无 偏 估计 。 

显然 ,定理 6.2.3 说 明 , L(Y X ,9) 是 正则 的 ,如 果 8 一 {2@ 
H2 0 且 不 等 式 至 少 对 某 3 成立}。 这 一 节 中 ,我 们 要 给 出 正 
则 性 条 件 . 
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5586.21. 参数 2/8 是 可 佑 的 当 且 仅 当 存在 c 使 得 ag = 
cGy)。 由 可 佑 性 的 定义 ,这 是 显然 的 , 这 意味 着 ,每 个 可 估 的 参 
数 都 基期 望 VQ) 的 线性 函数 。 设 a = 460. Wülealce RsY 
éBUE nH&e xxu. 

- 推论 1 cip 一 ca BM c= e + CE XXt). 

证 cr 一 cx YER Cn ay X8 = 0 对 每 个 8 成 立 . 
B.X'(e—2642-0,8! c-—6o-(—XX*»5. D I 

ajg 6.2.2 (Lehmann 和 Scheffé) ady 对 所 有 的 V e @ k. 
Va € (X) 最 优 线 性 无 伪 伍 计 。 

证 现在 var(2'y) — «Va H 

var([a + (1 — XX*)b]'y) 
= [a + (4 — XX*)b]'V[a + (1 — XX*)5]. 
因此 var(a y) = var (la + (1 — XX*25Y y) 对 每 个 5 成 立 当 且 
(X34 PU 一 XX *)Va- 0 HEA b ESL. FU Vae (X) 对 每 
个 VEB xx. U 

容易 证 明 

引 理 6.23 设 M(V)= {a]l Vae #(X)). W MCV) 是 
R” 的 子 空间 。 

置 Mo。 一 MCV). 则 M, È R 的 子 空间 。 考 虑 ee Me 的 


vee 
diih ay. i5 86.2.2, 8 a^y 是 ea 的 最 优 线性 无 偏 估计 。 注 
意 引 理 6.2.1 的 推论 1, 我 们 得 到 
定理 6.2.4 L(y; X, 8》 是 正则 的 当 旦 仅 当 存在 一 个 子 空间 
LCM, R. L, + Z(X)= R”, 
T ax T 3EXE, RIER, S RHE EUW St E JA, RE 
UE BH Ga fE K CUR — d: R. 


6.24 模型 的 变异 


有 了 时， 我 们 必须 考虑 某 些 特定 的 线性 模型 之 间 的 关系 并 寻求 
表示 其 估计 的 公式 ， 
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有 三 种 典型 的 情形 : 

G) 加 上 解释 变量 
(6.1.10) Z(Y)-XB, £(vecY) = IQI 
其 中 Yin X p, Xin X k B. Bi X p, tH 


(6211) — (Y) = (XZ) ( ). @(vecY) = 2@I,, 


其 中 Zin X 1。 这 意味 着 ,在 模型 (6.2.11) 中 存在 着 1 个 附加 的 解 
FTE zt … z BÊR (Ês f) 是 分 别 对 应 于 模型 (6.2.10》 
和 (6.2.11) 的 最 小 二 履 估 计 ， 那 么 ,在 它们 之 间 的 关系 式 为 
(6.2.12) 

i. = ñ— (X'X> x'Zf, 

f = G Z'(Y — XB), 其 中 G = ZU -—x(XXrxx)2. 
利用 (6.2.2) 有 Ê 一 (XX) XY R. 


aa - e. 
因此 


(0)-lzx zz) (zr) 
» [neun ° " ( X) XZ 


s; jos (Z'X(OCXY 


_ ( — (X'XYX'ZP ) 
G zZ'( — X(X' X) X')Y l 
其 中 6-2z(-x(xxyx)z. f 
注 。 因为 Bx 和 了 的 最 小 二 乘 估计 不 唯一 ， 履 如 上 的 方程 在 
下 述 意义 下 成 立 : FEF NF (XXY 使 得 方程 是 正确 的 《 见 
6.2.2 当 的 注 )。 
i Qi 9* 是 分 别 对 应 于 原来 的 异型 和 变化 了 的 模型 的 残 差 
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平方 和 。 如 
Q = (Y — XÊY(Y —XB)-—Y(1—X(XXy X Y, 
各 
XX X ZV (X 
ZX zie) m 
= Y'Y—YXOXXyxY 
一 Y'X(X'XY XZG Z'X(XXy XY 
一 Y'X(X'Xy XZG ZY 
— YZG Z'X(XXyY X Y + YZG^Z'Y 
= Y'(1— X(X'Xy X)Y 
— Y'(1 — X(X'X) X)ZG^Z'(1 
— X(X'XY X)Y. 


9, 7 Y'a — GG, z) 


也 就 是 说 ， 
Q, = Q — f'Gf 

其 中 六 和 G 由 式 (6.2.12) 给 定 . 当 i 一 1,，Z = x, F = 7 W, Ë 
d, = z(1— X(X'XY X Je, Or = 0 — dP, 

Q) 加 观测 值 。 

考虑 模型 
(6.2.10) #(Y)= XB, £Z(vecY) = X9, 
和 


(6.2.13) «(T ) 一 Jas, D(vec " ) — ERI rus 


其 中 Yx:nx X p. 

BÈRA, BERRE yy。 的 附加 的 观测 值 ， 设 
B3 B, 是 分 别 对 于 B 和 B, 的 最 小 二 乘 估计 。 则 它们 之 站 的 关 
系 式 是 
(6.2.14) 

B, — B + (CX) XVI + XKX XY KYY s — X, B) 
mE rkX = k. UEUS 
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B, = (X'X + XX, (X Y) + XY.) 
= [1 — (X XYK + X,(X'X) 1XyD 'X.] 
x (X XY(XY + X«Y«). 
BR.B-—(XX)UXY. M33294482400(6.22.142. 
这 就 是 说 ,如 果 我 们 对 B 使 用 估计 B, 则 差 Y, 一 X.B 给 出 
关于 参数 B 的 某 种 另外 的 信息 , 我 们 必须 调整 出 召 到 É, 的 估计 ， 
考虑 如 和 0, 的 关系 。 注意 ， 


RNa N , 
CY.) Ic )8, 一 Y'XB + Y'X( X X) XV 
* 


TOXQX X) XQ) (Y. — X48) + YX#B 
+ Y4XSOCX) X4 + X4(UX) X4) (Y. — X. É) 
— Y'XB + BX + XQQUX) X4) (Y. — X, ñ) 
+ Y4Y, — Y + X XXY X4) (Y, 一 XB). 
由 (6.2.13), 我 们 有 
Qx — Q + (Y, — XBY + XeCXR) X3) (Y, — X, BD. 
其 中 Qs FOBXLCX X) 1, B 和 8 依赖 于 原始 的 数据 。 在 计算 机 上 
进行 计算 是 很 方便 的 。 
G) mns dB. 
(6.2.10) 4(Y)-—XB, £Z(vecY) = XI, 
和 
(6.2.15) Z(Y,Z) = X(B4,T), 


(vec(Y,Z)) = p ui je:.. 


其 中 Yis X p, ZinX q, Bip X p, F:ip X q 8 Xin X p. 

这 就 是 说 ， 存在 4 个 附加 的 反应 变量 z1,'*…,z。 且 Z 是 由 这 
些 z; HRE AR. A Ê A EaD 是 分 别 对 谱 于 B ANC B,,T)ñ5 
最 小 二 彝 估 计 。. 则 它们 之 间 的 关系 是 
(6.2.16) B, = B, f = (XX) XZ. 

Q 和 Q, 之 间 的 关系 是 
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9. = (7, )u — xac) = x)(,z) 
_ ( °? a (Y — XBYZ 
Z'(Y — XB) Z'(1— x uit 


65 Jj 25 分 H 
E L(ONX,9) ERHAN, PiE 


R t 
(6.3.1) 8-15 ey» ev. o}, 
其 中 Vort V, 是 已 知 的 对 称 和 矩阵 。 我 们 感 兴趣 是 估计 9, 的 线 
性 函数 。 这 些 0, 称 为 方差 分 量 。 


6.3.1 最 小 二 乘法 
定义 6.3.1 设 LO; X, ©) 是 日 有 式 (6.3.1) 形式 的 线性 模 
型 。 参数 do (= 8, JALAT KRR 可 估 的 ,如 果 存 


在 一 个 二 次 函数 YA4y 使 得 Ely ay) 一 ed H. y 4y Æ o 的 二 
次 无 偏向 计 《QUE) 关 似 地 ， 我 们 能 够 定义 每 个 9 可 估 的 "6 的 
全 部 二 次 无 偏 信 订 的 最 小 方差 《BQUE), 如 果 它 存在 ， 

注意 ，Y 4y 一 trAyy H. rÆ B 是 由 所 有 ww Xx# 的 矩阵 形 
成 的 空间 中 的 内 积 ， 其 中 4 和 8B 是 sx x HABER. WETTRE 
y Ay BE b CSS EXPE yy 的 一 个 线性 函数 。 于 是 ， 
(6.3.2) Ply) = D GO GGG) 


= iav. XBB'X, 


i-1 
HgevecBB'. HI 
(6.3.3) d '(vecyy ) = (vecV,, ** * , vecV,20 + (XX) 
会 W9-FOXGX)n 
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= v; xe (^). 


它 也 是 一 个 多 (vecyy ) 的 线性 模型 L(vecyy (W, X@ X), O), 
其 中 是 对 于 £(vecyy) SBUHÓBEEBUSEA. £x SUAM 
中 ,每 个 9 可 估 的 二 次 无 偏 估计 也 是 ao 的 线性 无 仿 千 计 。 因此 ， 
我 们 能 够 利用 6.2 节 的 结果 容易 得 到 如 下 的 结论 。 

(1) 20 Ak q 可 估 的 当 且 仅 当 
(6.3.4) W'(vecA4) = a, X' AX = O 
.或 

20 aV;4—a34,i—1,2,:--:,5; X AX = O. 

由 (6.3.4) 和 定理 5.2.2， 我 们 得 到 4 可 估 的 a8 的 多 部 二 次 无 
偏 估 计 , 即 (y 4y14 € 0(a'8)}, 其 中 
(6.3.5) O(a8) 一 {PB 十 BPB 满足 2trV,PB = a,, 

i 1,2... 


和 
P =] — XX+, 
(2) 对 于 线性 模型 (6.3.3), 0 Bis] — Sei B: 
(6.3.6) Bj, =ó — QVW'W)W'(X OX Jis 


$ = G (X QX )(vecyy 一 WÅ), 
Huh 0 =— (W'W'W'(vec yy) H . 
G (X'Gx X1 — WWW) 'W'XX@X). 
现在 正规 方程 是 
WW W(X@X) V W' ; 
as X'XO9X'X X ) S TE Qvecyr 2, 
由 对 (6.2.12 ) 注 用 的 类 似 的 方法 ,我 们 能 够 得 到 (6.3.6). 


6.3.2 不 变 二 次 无 偏 估计 (IQ UE) 


设 L(y;X,8@) 是 形 为 (6.3.1 ) 的 线性 模型 。 我 们 考虑 站 移 群 
{elely) >y + Xa}, BR, 我 们 有 DO) 一 多 (aly))、 因 此 ， 
99 的 9 估计 在 这 个 群 下 必定 是 不 变 的 

-270* 


定义 632 y Ay 称 为 对 可 佑 的 20 d — RE — Y DG dii f 
计 , 如 果 y Ay = (y + Xa) Aly + Xa) BUG) e BRL. 
引 理 6.3.1 y Ay RS — Oi HARS y Ay 是 二 次 
AdufditH X'4 = 0. 
üEER BRE 4 21 CUL 2k 31 6.6), 
[EJ y' Ay ESE xA HDOR A= PBP, B = 
B E trPV,PB = a,i = 1,2, -,k, Fo P — 1 — XX*, 
设 z 一 Py。 则 线性 模型 L(yoX,0) 诱导 出 线 些 模型 L(z; 
X ,0,), n 
X, = PX, 
&, = (PVP'IVe8) = {PVPIV E8}, 
m 
b 4 
@, = (x 0,PV,P pa 9,PV,P > o} 


mR O 3nC6.3.1)]:5E XL. BAF L(z;X,,9,) 08 a'9 的 每 个 
二 次 无 偏 估计 部 是 对 L (y; X,0) 的 a8 acc dT. A 
此 、 我 们 能 够 由 二 次 无 偏 估计 的 结果 得 到 关于 不 变 二 次 无 偏 估计 
的 结果 ， 
633 极 小 二 次 无 偏 估计 

C. R. Rao (1971》 剖 提出 对 于 形 为 (6.3.1) 的 L(y;X,8) th 
计 参 数 0 的 方法 ， 这 个 方法 称 为 极 小 二 次 无 篇 俏 计 方法 
《MINQUE)。 我 们 来 考 卡 一 个 简单 的 情形 , 

定义 6.3.3 y Ay Vico nb feng e 是 极 小 二 次 无 仿 佑 计 , 如 
RARE 


X AX = 0, uV AS a, iml, 
(6.3.7) I S Gis i k 


trAU A(U + 2XX') = min, 
k 
其 中 U ra DV 
定义 6.3.4 一 个 极 小 二 次 无 篇 估计 称 为 是 不 变 的 , 如 果 它 是 
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— AE RS UK ih. 
则 由 (6.3.7) 我 们 有 
引 理 6.3.2 y Ay 对 于 ay 是 一 个 不 变 极 小 二 次 无 偏 估 计 妆 
且 仅 当 4 满足 
AX = 0,trV;A = ai 7 1,2,***,À 
C6588) a - min, 
+. 
其 中 U = bu 


定理 631 yy X (htt o0 EAREN. 
计 当 且 仪 当 
k 
(6.3.9) 4 = >u PUIV, ULP + P(H —UiIU.HU,UL)P. 


i=1 


这 里 is't toig 是 方程 
t 
D CV UIV, U) — a + uVe(USU.HUSU& — H), 
im) 
í =a 1,2,-- L 
B, V. = PV,P ,Us 一 PUP, E.H &AEXE n X “的 对 称 阵 。 
证 (6.3.8) 等 价 于 
A= PBP; uPV,PB-—a,i71,2,:«*,k 
ltr PUP BPUP = min, 
E 


1 
U, = J, PVP — PUP, V. = PV,P, i= 1,2,-*,k 


[ES 


& 
g( B) = tt BU,BU, — 2 D) Atr V eB — aj). 


0— dg(B) 一 SIC TA + BU,C4BYU, 
& 
一 2 >; ny wdB)| 
i=) 
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- u(2U,BU, — 2 SV (2 B). 
: =] 
Wir. p E 
£ 
(6.3.10) U,BU, = D) Vy 
i=l 


的 解 ， 其 中 listey RR H trV gB 7 a; 177], 2, . Á 确定 
《6.3.107 的 一 般 解 是 


£ 
B — U: (3 Aa) U} + H —U$U,HU,UÍ, 
其 中 五 是 任意 X » 的 对 称 阵 。 因 此 24, 34 由 


大 
DOr V URV aU) + (V. H — VQUXUSHUSUL) — a; 


í =1 


£= łe sks AE, ELAS ET CÓ 3.9), 
我 们 能 用 相同 的 方法 得 到 和 极 小 二 次 无 偏 估计 ，。 


.64 假设 检验 


设 L(Y;X,8) 是 线性 筑 型 ， 现 在 塘 虑 与 参数 给 阵 有 联系 
的 假设 检验 问题 。 设 Y 的 分 布 属于 矩阵 椭 球 等 遍 分 布 且 表 示 以 
ELSL(Y;X,8), EMSL(Y;X,0), EVSL(Y;X,8) 或 ESSL(Y; 
X,0)0UL28 Z 2. TEC rH PR E REEI SIE 0535 EF PE 22 # 
在 ， 因 此 ， 我们 能 够 使 用 如 在 第 二 章 和 第 三 章 中 导出 的 那些 有 关 
的 统计 量 的 分 布 的 结果 。 


6.4.1 线性 假设 


设 ELSL(Y;X,8), X:n X k 是 给 定 , 其 参数 矩阵 为 B 且 考 
虚线 性 假设 
Ho: AB = C, 其 中 A: X k,B:k X p,C:k X p. 
RARI HUMR ABC 是 不 相 容 的 ， 因 此 ,我 们 一 般 都 假 
设 AB — C 是 相 容 的 。 则 4B = C 的 一 般 解 是 
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B = AtC + (1 — AAN, 
其 中 工 是 适当 大 小 的 任意 矩阵 。 
设 Z — y — x4*C. MJ L(Z;X(1 — 4*4),9) 是 与 ELSL 
(Y;X,@) 有 相同 结构 的 一 个 线性 模型 。 于 是 ， 
&(Z) = X(B — 4C) = XA* A(B — A+C) 
+ X(I — AtAX B — AtC)G XT T"( B — ÆC) 
+ XTODUB — A+C), 
其 中 T = (TT) E: k X k BEZE, E 


T= e = T(B — AC) = (Je — 4*C) 


和 
Xs = (X,,X.:) = (XT XT.). 
那么 
ELZ) — X. P, X^, 

fi 

Ho:AB = C 
等 价 于 

Hon — 0, 


这 就 证 明了 ,对 于 ELSL(Y;X,9), RRA REGA Hy T, 一 0 BD 
可 。 


94.2. 标准 形式 


使 用 下 列 引 埋 可 以 得 到 线性 模型 的 标准 形式 ， 因 为 其 证 明 容 
易 , 故 把 它 留 作 练习 (练习 6.7)， 

引 理 6.4.1 ”给 定 和 您 阵 和， 存在 正 交 阵 GEO) WIER 
P € GL(p) 使 得 
(6.4.1) GXP 一 b. i 

Oo. 0 

其 中 + = rk( X). 

对 于 ELSL(Y;X,0),Y 3) Z 89384 E 5029 
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Z = GY, 


其 中 人 是 (6.4.1) 中 的 正 交 阵 。 则 Z 一 GXB 二 了 一 XB B Zb 
性 一 个 ELSLLZ3GX,B@)。 设 站 一 PDB, 其 中 也 是 (6.4.1) 二 的 非 
R PE GL (e), WH 

PCZ) = #(GY)= GXB = GXP P”'B 


B um 


其 中 > 一 IE(X) Hanapi r f+. 
这 就 是 说 ， 对 ELSL(Y;X,0), KREWE x-—(,0yY H 


B, 
71 
(6.4.2) CY) (5) B -| 
Vo 
ff(vecY) = ZQ, È>), 


其 中 Bis X p,B.(r — s) X p B Y:n X p. 

考虑 线性 假设 HB 一 0。 殷 了 分 为 三 部 分 (Y1,Y:,Y3) 使 
得 

E(Y,) = B. #(Y,) — B,, (Y) — O, 

其 中 Yis X p,Y,:(r — 5) X p M Y,:(a — r) X p. 

考虑 群 

G = ((G,,N,G,,T)|G, € OC),G,E O(n — r), 
N:(r — s) X p, T € GL(p)Y, 
其 作 月 为 
(6.4.3) 
(G,, N,G,, TO(Y,, Yi, Yi) = (GYT, Y-T + N,G,Y,T). 

显然 ,其 检验 辣 题 在 群 G 下 是 不 变 的 。 由 (6.4.27G 在 Y, 上 是 
TERA, Y: 能 够 变换 为 0 。 所 以 ， 和 极 大 不 变量 仅 是 Y, 和 Y, 

引 理 6.4.2 GRADE RE YYY DY, BJ 3EF EF E 
根 , 如 果 s — r 2 p. 
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证 GVY,T(T'Y G IG,Y T) T YG, = GY (YY YC 有 
£ Y (Y;Y,) Y, 相同 的 非 索 特 征 报 。 因 此 , 它 是 不 变 的 
设 YYYY, 和 Z.(Z;sZ3) Zi 有 相同 的 非 零 特征 根 
fct. WT s x s WIEZIE H, 和 H; 使 得 
HY (YY) YH, = H,Z(2,) Zi; 
- diag( fi, - -- fe 0,-**,0). I 
因此 
Y,iCYiY,)!Y, = HZ (Z;Z,) ZH, 
其 中 H= H.H, 是正 交 阵 。 因 此 ,存在 正 交 阵 H, 使 得 
(Y;y,y "Y, = HZZ) ZH, 
ap | 
; Y, = HZT, 
其 中 T = (ZZ, invio: 和 TXY T -(ZiZ2,)^ 或 
T'"(YiY,)T^! = Z;Z,. 
因此 ,存在 正 交 阵 H, 使 得 
l YT 1 = HZ, 
即 
Y, = H.Z,;T. 
RS (Y, Y.) ERG Ferr Zo 0 
由 这 个 引 理 , 任 何不 变 检验 都 是 矩阵 Y (Y:Y,) "Ys 的 非 零 特 
征 根 fau ,fs 的 函数 ， 并 且 f... ,fi 的 分 布 只 依赖 于 B82 BI 
的 非 索 特征 根 ( 见 练习 6.92. 
注意 ;, 当 > 一 和 一 1 有 时 :7 一 六 和 B, = 8, 都 可 变 为 1xXp 
HE, 
B = y XY) ly, 
是 Horeling T? 的 倍数 。 一 般 , 存 在 许多 不 变 检验 , 但 没有 一 致 
最 大 功效 不 变 检验 。 我 们 列 出 一 些 统计 量 如 下 : 
(a) Wilks (1932) 


Wf = A A + f) | + YYY YL 
i-1 
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它 可 用 极 大 似 然 比方 法 得 到 《Anderson 和 方 开 泰 ，1982c)。 
(b) Lawley (1938) 


VC, f = >) fe = al YYYY 


,-A1 


(c) Piilai (1955) 


VCfo £0 = DGO + £3 = uY YQ Y, + YiYy. 


(d) Roy (1957) 
I fas max fj 
i; <: 
(e) Anderson (1958) 
fmin -= min fi 
Ya i <£ 


(f) Gnanadeslkan (1965) 


u= [[ A/O + f». 


fet 


(g) Olson (1974) 


s= [I f. 


i=1 


(h) Zbang (1977) 


p= 5 《1 十 f£) = u(Y,Y, + Y.Y,) YY 
我 们 有 随机 分 解 


1-1 
Y, U, 
Y.|5[u.|r 5 = ur, 
Y WM. 


其 中 Uis X p 在 Stiefel 流 形 (U|U'U 一 1,,U n X p) 上 均 多 
分 布 且 与 工 独 立 。 因 此 

Y(Y:Y,)7Y; SU TQP"WU,T)"T'U, 5 U(UJ,)"U,. 
所 以 ,有 ,… ,f， IRE s Sd ds Dr hao A EI, 5 
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果 能 在 许多 多 元 统计 的 书 中 找到 。 因 此 ， 上 述 所 有 的 统计 车 是 分 
布 自由 的 ( 见 5.1 节 ). 
检验 线性 侵 设 的 例子 将 在 6.5 节 中 给 出 。 


6.4.3 预 检 验 估 计 和 Jaimes-Stein 估计 


EC,CXB,I1,,0), H 


(6.4.4) d = X8, Xin X k, 
£y) rm, o > 0. 
为 检验 假设 
(6.4.5) Hyg = 0 
H i 32k dee ge d F ,其 中 


(646) F= Gr Ox» Er ) r = (X) 


r 
S -yy—BÉ X), 

这 在 正 态 情形 已 被 证 朋 。 由 6.4.2, ARM EEF 5 y 有 相同 的 分 布 ， 
y 是 正 态 分 布 . 

当 8 = 0 MUGERRIM, SUR 8 的 估计 是 0; # 8 一 0 不 被 接受 ， 
则 8 WAHE eh 3E hi P m (OX XY XXy, 因 此 ,8 的 预 检验 个 
计 fpr 有 如 下 形式 : 

fpes ~ algo * 0 + (1 — aas, 

Huh 1, 是 区 域 4 的 特征 项 数 , C 是 由 显著 性 水 平 确定 的 旦 = 是 估 
it o 的 权 。 

可 以 选择 o 为 一 常数 。 但 车 比 临 界 值 大 得 多 ， 则 我 们 宁愿 
使 用 8 而 不 用 0。 因 此 , 权 。 可 以 依赖 于 y。 自 然 的 选择 是 


z 
])——, P > ¿ 
i = —- 4) = 8 
R Z+ 
0, Fw. 


这 就 是 说 ,当下 的 值 是 大 的 时 候 , 权 要 变 得 更 大 ,如果 P > c 
是 正确 的 ;而 当 F < ec Bb, DUO. Sp F Ë T 335 AB ó RIR 
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a 1, W 
(6.4.7) É.-— ( z £) A. 


注音 (6.4.6)，6:。 RÆ Â BJ James-Stein (hit, # eE 
ALH x= I,Mj : 


LE = 1 — 2. + 

| ( 3) 7 

Je Bf Stein 正 估计 , 它 优 于 Stein (hib (1— a)y y)y. 证 明 
留 作为 练习 ( 见 练习 6.8). 


65 应 用 


6.5.1 双重 筛选 逐步 网 归 方 法 (DSSR HE) 


基 得 到 一 个 预报 量 与 用 个 自 变 舱 相 联系 的 最 佳 的 回 妇 方程 ， 
存在 许多 方法 ,例如 “最 优 子 集 同 归 ”. “典型 回归 ”和 “逐步 回归 ”， 
$, 

当 预 报 量 越 来 越 多 时 ， 和 在 这 些 变量 中 间 存 在 一些 关系 ， 有 必 
要 提出 一 个 方法 能 够 凶 这 些 饭 报 量 按照 他 们 的 相关 性 组 合 在 一 起 
并 能 够 选择 一 组 自 变 量 来 得 到 一 个 “最 佳 ? 回 妇 方 法 组 。 双 重 筛 选 
避 步 园 归 方 法 是 由 张 党 庭 和 赵 至 (1980) 提 出 的 . 

HFE nytta 表示 而 预报 量 以 yol. SUR. 原 
始 数据 以 如 下 的 矩阵 表示 ; 


Fu Xm citt Xim 
X b zn tra `" ` Xe 
Xe Xa 777 Fum 
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Yu yo `` ` Yip 
Y |y, yz C5 Yi 
Ya s °" Fap 


P - aao, Huh Yin X p, X:n X m, 


rki, X) = m + 1 
#(vecY) = > QI, d > 0, Y ~ ELSL, 


其 中 “Y ~ ELSL" #RIR,2E201ERABUC6.5.1)rH , Y 的 分 布 为 ELS 


设 模 型 
(6.5.1) 


s= ly, y= Ly 
" n 


L,, = x'(r z 二 了 和 ,其 中 Jer 
n 


HR Lys L,. 和 上 二 yy 定义 类 似 。 则 我 们 有 
8-LZL,, ñ = y — 7È, 
其 中 Q= Ly — L,L;L,, = L,, — Ë L..B. 
d ERALIET ACER DU. ERAR AERE a, ERIS ug RN 
(6.5.1) 和 如 下 的 C6.5.3) 的 关系 则 可 ， 


Be 
Bi 
£(vecY ) — Z Qin D > 0,Y ~ ELSL, 
由 (C6.2.12), 我 们 有 
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E = m + 2, 


ét = LIGOL,) 
(6.5.4) y —x$* —uft 
B*—B-—LAILQB, 
其 中 
LU = Lup 了 
Lx) Lu EL, 
对 于 模型 (6.5.3) 在 (6.5.2) 中 的 Q. 和 (6.5.2) 中 的 8 之 疗 的 关系 为 
(6.5.5) Qa = 0 — L,,GOLA GOL, Co), 
其 中 
L,,(z) = L,, — Ly ,L£:iL,, 
H. L,,GO 定义 类 似 。 
统计 量 4 和 A* 分 别 是 模型 (6.5.1) 和 (6.5.39) 的 Wilks 统 
计量 一 一 用 于 检验 假设 : RE x, 与 由 不 相关 , 即 全 部 回归 系数 为 
零 ， 现 在 我 们 有 


A* a B*E) — LL, GO — Lyka) Luule) L, yG) 


A 1817 沁 yy | Ly, ji 
pa kasa V,, 


其 中 
Vo LOL GOL) L, G). 


事实 上 .V, 是 一 个 多 重 相关 系数 , 它 是 在 我 们 接受 x, fE 25 ELS Et 
的 条 件 下 «x BY TRE. 
统计 量 
#— P — m— 1 V, 
(6.5.6) > TE 


jo Karma. 


它 等 价 于 Hoteliing T" 且 能 够 用 于 检验 Ho:8* = 0. 
如 果 我 们 要 加 上 或 者 去 掉 一 个 预报 量 ， 那 么 只 要 芳 虑 和 模型 
《6.5.17 和 如 下 的 (6.5.7) 之 问 的 关系 即 可 。 
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(Yz) = a» x 


(6.5.7) gera) = ( 2 xa )er.es,@,, 


Ey > 0,(Yz) ~ ELSL, 
由 (6.2.16), 我 们 得 到 关系 式 
Éox — Bo, Êx = Ê, 
Boz = z — x Êz, B, = LLIL,,, 
L,,G) L,,G) y 
L,,(z) L,.QO 人 


(6.5.8) 
Qua 一 ( 


PT Wilks ir E Z Ec E 

` IL, L,, G0] AL,, Ly, 
a _ AMO rl: "i 
A o IL, (311 L,, 1 


Sm Lx) ES L,; (Lai) Ly, (=). 
L,, A L,,LyyL,, 


_ 
L,,G) 


-] — Vš 


Ekia T 
(6.5.9) 


J-"lm—p-2 Vi. 
m |1—V3 


~ F(m,n — m — p — 2) 
能 够 用 于 检验 假设 Hu B, — 0. 
很 容易 设计 一 个 计算 程序 ( 见 张 范 庭 等 的 文章 1980》。 


6.5.2 例 


在 长 江 流 域 , 梅雨 期 的 预报 很 量 李 . 我 们 选择 如 下 的 30 个 y， 
为 预报 量 和 机 47 x, 为 自 变量 .到 yx 是 每年 5 月 1 日 至 8 月 31 日 
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# T- hr UB MIR E BIS SA Tn, 


y Eit 
ys 南京 
ys 2c b 
» 九江 
ys iX H 
yu Kw 
yis EE 
yu 遵义 
yp 宜宾 
yw EE BH 
Jn 安庆 
ya 衡阳 
yz 沅 陵 
y> WE 


y, 南通 
y, 杭州 
ys 台 肥 
ys 南昌 
yw 岳阳 
yo Ë Ë 
yu 重庆 
yis 成 都 
yu 西昌 
ya Z EB 
Yn 吉安 
ya 邵阳 
yx IE TL 
yz XOF SPEI RC Et 


yw 汉口 站 年 最 高 水 位 ”yw 宜昌 站 年 平均 度量 
一 般 ,x; 是 前 一 年 的 数值 。 


n FRA 3-2 

入 全国 温度 等 级 

z, 1 月 报 涡 强度 

z l 月 东亚 槽 位 置 
zd J| AE ma BE 
。1 月 副 高 强度 指数 
x 1 月 副 高 面积 指数 


R 


z 1 月 亚 欧 平均 环流 指数 

为 拉萨 上 年 10 月 到 当年 2 月 平均 气温 
a. ESEE 10 月 到 当年 2 月 平均 气温 
ELT m E EB EDS IDEE 
x, 20?N,1200E 上 年 11 月 

zu 20°N,125°E 上 年 11 月 
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zs 20?N,130?E 上 年 11 月 
za 25°N,125°E 上 年 11 月 
£3 25°N,130°E 上 年 11 月 
xi 一 xy 分 别 为 上 述 五 点 上 年 12 月 海面 平均 温度 
fu 一 zs 分 别 为 上 述 五 点 当年 ! 月 海面 平均 温度 
x 一 xy 下 列 区 域 500mb 当年 在 月 高 度 虐 平 的 平均 : 
70°N—80°N ,40°E—70°E,;,60°N ,70°E; 
45°N—-50°N ,0°E,30°N ,10°E; 
45°N-—55°N,80° E—90°E;30°N—40°N,60°E—90°E; 
50?N—55?N,110?E——120?E;40?N,120?E — 130°E; 
15*N —30?N,100?E-——130?E;25?N —30?N, 160?E—170?E; 
45?*N—50?N,100*W —609?W. 
xs 一 zx， 上述 11 DX PR 500 mb 当年 2 月 高 度 距 平 的 平均 。 
使 用 的 资料 是 从 1954—1975 EH 22 年 的 气象 资料 。 我 们 
ië F, 为 解 选 自 变量 的 临界 值 ，P, 为 筛选 预报 量 的 临界 值 ， 计 算 
结果 如 下 ; 
长 江 下 游 分 为 两 组 : 
(a) Tdi y: CAR) ys 《芜湖 )，y。 CAW), 
自 变 量 : x,,xa za rs 
FPF. 42, F, = 1.0 
回归 方程 组 ; 
y, = 5644 — 18.0x, — 10.32, 一 167.8xs — 23.4z,, 
ys = 9534 — 4.962 一 $.54x, 一 323.2x;u — 23.6xq 
Ye = 2456 — 2.20x, — 9.60, — 48.7x,, — 18.9x4 
(b) fU E: v Ef. GUN 
自 变量 : Kas s Xag 5 Xo s X24 
F, = 4.0, F, =15 
回归 方程 组 ; 
yı = 1312 + 3.76x, 一 39.7 x4, — 22.5x; + 16.224 
y, 77 —2810 + 15.1x, + 1332x4 一 41.4xy + 10.8x,, 
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长 江 中 游 分 为 3 组 ; 
(a) MRE: yu (HM) yu (宜昌 ) 
EHE. Xass Xaos 342 X334 5X1 s Xis 
F, = 4.0, F, = 1.5 
回归 方程 组 : 
ya = 9724 + 62.4xil — 422x 十 44.9za 一 3.12x« 
— 11.204, + 33.9zxç 
?2 一 3162 — 12.024, — 84.4x,, 一 19.1xs 十 19.433 
— 16.5x, + 16.7 x4 
(b) 预报 量 : y, CZE), yu GEL), ya (OOIE FBA 
TO n 《 宜 划 站 年 平均 流量 》) 
自 变 最 :x x ,Xs X35 
F,740, F, = 1.5 
[r1 2 25 32H ; 
Ja  —6298 + 1.72x, + 1032, + 29.82, — 56.02 
ya = —1098 一 22.5x, — 7.7 x, 十 247x — 7.8 £y 
Ya 一 一 521 + 3.0x, + 0.9 x, + 11.325 一 4. 0x 
ya | = —231 + 2.5x, + 0.5x, — 0,98x,, 一 3.0x3s 
(c) TREES y «DU. mK), RHE), yC EBR), >, 
(EA) yu (hb ELO y CCELI SE E PS zk ur 2, 
自 变量 : X25, X25 4X0 
F,-40, PF, = 1.5 
回归 方程 组 ; 
ys 77 —4882 + 245.7x4, 十 0.59xx — 21 8x, 
yu = —4889 十 246.6xz5 + 0,87x4, 一 14.2x, 
y "7 —1107 + 84.7z,; 一 6.8x4, — 13.64 
ja "7 7-824 + 65.8z,, — 3.3z. 一 17 0x, 
y. 7 —3867 + 208.7x4, 一 4.3x4, 一 31.4x.4 
yg ™ 1417 一 44, 3x 一 2.8x; — 12.5xq 
ya = 245 + 102,5x; 一 2.0x 一 14.7x4 
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长 江上 游 分 成 两 组 : 
(a) 预报 量 : Iu RR) ya C Bd RR 
自 变 量 : xz ,sc ,#3 ,rw 
P, = 40, F, = 1.5 
回归 方程 组 ; 
(b) TRE: WER) ya SO 
IE X CREDE EM 
F,= 60, F, = 1.5 
回 览 方程 组 : 
Jis 7 523 + 40.0x, — 10.3x4 十 12.383 一 16.5x, 
y, | = 756 — 9.9x, + 10.9x4, — 6.1xg, — 7.9x4 
因此 ,我 们 得 到 22 AEH. Mif 8 个 预报 量 y2 Yr vins 
31553205325 312Y15 KAERA DB E in] Ud 35 ER vs E 2 h EZ. 
回归 方程 来 计算 。 
有 趣 的 是 ,由 这 种 方法 建立 的 梧 归 方程 组 与 地 理 位 置 相对 应 。 
在 相同 的 地 区 ,有 共同 的 影响 降雨 量 的 因子 。 在 不 同 的 地 区 ,因子 
EA FL 


6.5.3 ABHRA 


在 6.1.4 节 , 我 们 利用 线性 模型 建立 了 判别 分 析 模 型 , 因 比 ,一 
个 判别 问题 可 以 看 成 为 一 个 回归 问题 。 我 们 来 进一步 研究 这 个 问 


Wn. 
@ EK REG. t, Go RA 2A Ex SEHR 
Qn 个 样本 ,每 全 样本 有 PUER. G, 958 EBE Ë 


xcti 
' * 
X;-|: s Jr = 652,8 
{i} ci) 
Tn N ip 


B.L AOR ERE x Je 
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X, 
x-|: 
"TA 


这 些 总 体 的 均值 向 量 与 总 的 均值 向 量 分 别 表 示 为 x0, a 和 
*。 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 =0, ZBERE Y, HF Y 一 
y; SPARK G; 时 , 即 


IETU 
i 
Yaleo 
现在 ,我 们 利用 这 个 哑 变 量 米 建立 回归 模型 ， 也 就 是 说 ,要 求 出 回 
VURZE S 40» 使 得 


(6.5.10) M = (y — X8) Cy — X8) — min, 
Yo "l, 
Wis yy 一 1 是 自然 的 也 是 必要 的 ;否则 设 y = 0,9 一 0; 风 我们 
有 0Q=0. 
记 


A + 
A= Dyna”, C = $3 XX XX 


isl 让 足下 


"M 
w-c—-4c >x; ( 1, — liu). 
hi 


fm 


定理 6.5.1 Dó 积分 别 表示 模型 (6.5.10) 中 的 8 和 ?的 最 
MISERE. WU 
(i) B 是 相应 于 关于 AW UR MESES L, 092 T À H9 W dag 


RERE. 
Gi) 乡 一 《9415 -91%4》; 其 中 
{6.5.11) y; = rp, 
Dé; 


证 利用 Lagrange FRIRE $, 和 使 得 
Q* — ($ — Xéy ($ — XÊ) — i(y'y — 1) 
a 287e 


m $us 一 2nj$iB 9? FP RKB 一 2 2,yi — 1 ) 
是 航 小 值 ， 设 Q* 关于 $898) XE E. WRIA 

$7 G1 — Pr. 
设 0* 关 于 的 偏 导 数 等 于 零 。 则 我 们 得 到 


k 


(6.5.12) (2ixx;y 一 $9 ur, 


fei tel 


注意 (6.5.11), 如 上 的 方程 变 为 
t 
Có — Y) n11 — EPR — (1/1 — 1)AÉ, 


¿= 


或 
(6.5.13) (c- zs Ay =o, 


或 


1 z 
6.5.14 ( m 4) =; 
(6.5.14) Ww — 4j 


Kit f EWART A 的 特征 向 量 . 为 了 使 《达到 极 小 ,把 (5.5.11) 
代 和 人 8 且 利 用 (6.5.12), 则 我 们 有 


£ 
QO — D (ui — 2n? yd) + # Có 
(=41 


š 
一 2; (n yl nr) 


fi 


£ 
一 《1 一 DA(S ngog a —(1-—ay* 
和 mm 站 


x (> T) 


= (1 — 4) 4B — Q — 2È 48 
= ¿(1 — 1) 2⁄ AB, 
E # 0 = 1, 我 们 有 《1 —207/ AB —1 M Qa. 使 0 极 
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小 等 价 于 使 1 极 小 。 由 《635.13) 和 (6 5.14) 显 然 有 Ki BH 
为 (1 一 D1 是 作为 (0,1) 中 的 一 个 单调 描 荡 数 , 故 使 1 极 小 等 
价 于 使 关于 AAW RERA. AE s EEE. D 
我 们 显然 能 够 把 如 上 的 结论 推广 旬 多 于 一 个 中 变量 的 情形 ， 
EE y E E: 
(6.5.15) 
| v? 
»-| : ) Ped, lx E min(p, k — 1), 
yl, 


Yom (yi, 91) i: 
且 对 应 的 回归 系数 是 B = (fotti). BAX E N E Pt B9[BI IH 


| Q = tr(Y — XBY(Y — XB) — min 
EM peer vm 
0,12, 
XE Y RUBIA ABI B E 3 NIB dE Rt, 
定理 6.5.2 以 请 一 《4 75 *1 Ô = (# l p) 分 别 
表示 模型 (6 5.16) 中 8 和 YY 的 最 小 二 乘 第 计 。 则 
G) 房 是 对 应 于 关于 4 的 三 的 第 i 个 明 小 特征 根 2, 的 关于 4 
的 歼 的 特征 向 景 ; 
Gi) 9, = GOL S PL, Y, Bh ge — Gü — 127, 
pe 1,- +; = [PLLLET A 
i 
0 = 2 《入 一 XB yy — XB), 


由 类 似 于 定理 6.5.1 HDE, ENEA REL RT] Rs 
出 


& 
$4; = $y Pa 一 > 


$^ = (ty zuy 
pe 人 diac uii 
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1 Zi t i) ^ 
"EM TES. zur 
UD A us Jê 


-; Af; 一 — WB, = 0. 


EA 1 
Q — 45 — à) A — t) 


上 式 的 最 后 一 步 是 因为 特征 根 的 性 质 。 D 

ik: 通常 ， 引 的 最 小 二 乘 估计 走 能 够 直接 由 Fisher 判别 准 
则 得 到 。 Fisher 的 建议 是 寻找 一 个 线性 通 数 ox， 它 使 组 阅 平 方 
和 与 组 内 平方 和 之 比 极 小 ， 也 就 是 说 , 设 


Xa LA 
Z= Xam) ，| 一 | ， 
X,a Zy 


E x 的 列 的 一 个 线性 组 合 。 因 了 一 0, 则 xz 有 平方 总 和 
zz-à4XXa-aCa, 


它 能 分 为 组 内 平方 和 的 和 
> Def i oa )s - (x (i — Lir) Xa = Wa 
isu osa m 
Xa X) essa m a Aa, 


其 中 z, ZÉ: zi 的 均值 。 
Fisher 的 准则 是 使 关于 a 的 比值 
aWa 

航 小 ，. 能 够 证 明 ， 在 Fisher 判别 模型 中 的 向 量 a 是 对 应 于 最 大 
KERRI WOA 的 特征 向 量 。 这 就 是 说 , 解 e 刚好 是 定理 6.5.1 中 
的 É, Fisher 判别 槛 型 和 回归 模型 之 六 的 等 从 性 的 结论 首先 由 
HARUAR. AEREE OR l, Glahn (1968) 讨论 了 
上 述 两 个 模型 之 间 的 关系 ， 
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$ * xw R 


Anderson (1984). Anderson and Fang {1982c}, Fang (1982) Glahn (1968), 
Gnot, Klonecki and Zmyslony (1980), Lawley (1938), Lehmann and 
Scheffé (1950), Pillai (1955), Rao (1971), Roy (1957), Wilks (1932). 
SÉ SG REC1978), $ 28 KE SE(1980), * 


练 x 6 


61 洽 定 一 个 线性 模型 L(yiX,9) 和 子 空间 ACR, AR 
a'8 RRA H, mph. H Bš Ze ET Et be H, GET Py 是 a'p 的 线性 无 
偏 估计 . 试用 6.2.2 和 6.2.3 的 结果 建立 H, nf STE H, 最 优 线 性 无 
偏 估计 和 H, 正则 性， 

6.2 ”利用 定理 6.2.4 的 结论 证 明定 理 6.2.3, 

63 ”试用 定理 6.2.4 得 到 线性 模型 L(y.X,0) 的 正则 性 条 
ft Jh 

(1) 8 = (allo > 0); 

(2) 外 一 {o + pld — Doe > 01; 

(3) y = vecY ,Y in X p,0 = (5,003,|3; 220, 1 — 1,2,3: 
PX P,2,:n X n). 

6.4 给 定 一 个 具有 正则 性 的 线性 模型 LO 3 和,@)， 试 问 在 什 
么 条 件 下 B 对 每 个 可 估 的 aS 是 最 优 线性 无 偏 俩 计 ? 其 中 #5 是 
最 小 二 乘 估计 

6.5 试 证 明 ,对 于 对 称 阵 4, XAX = 0 当 且 仅 当 4 一 了 如 

+ p'P, rh p = 1— XXt 日 8 是 x X n E, 

6.6 WIER, HRA O N yy Ay = (y + Xa) Ay + Xo) 
XeH uo X'Aw R AX 一 0。 

6.7 证明 引 理 6.4.1, 

6,8 证 骨 

E(Ó, — 8Y (6. — 0) < EC, — 0y (ó, — 0) 

其 中 y~ N(0,1,),p > 2 R. 
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ó, = ( = e. E aps ) i 
sy V. aaa 


69 X Y = (Y1, Y, Yi) ~ ELSL(Y;X,9) Hi& cis 
6.4.2 中 定义 的 一 个 变换 群 ， 试 下 衣 ， 和 矩阵 YYY) Y, Rl 
F B,X B, 的 特征 根 。 š 
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